
پونسله قضیۀ

زاده �اله عین مصطفͬ

١٣٩٣ فروردین ١٨

معرفͬ ١

تا مͬ�کنیم رسم D بر مماسͬ X۱ از است. شده Cداده روی X۱ نقطۀ و آن درون در D دایرۀ Cو دایرۀ
C تا مͬ�کنیم رسم D بر (X۱X۲ از (غیر مماسدیͽری X۲ از سپس کند. قطع X۲ دیͽر نقطۀ در Cرا

نقطه�ای با روند این در اگر مͬ�سازیم. را . . . ،X۵ ،X۴ ترتیب همین به کند. قطع X۳ دیͽر نقطۀ در را
دارد وجود n طبیعͬ عدد پس باشد، X۱ باید مͬ�شود تͺرار که نقطه�ای اولین شویم، مواجه تͺراری
(١ مͬ�دهد.(شͺل ما به D بر محیط و C در محاط n-ضلعͬ ͷی X۱X۲ · · ·Xn و Xn+۱ = X۱ که
داشته هم با خاص رابطه�ای باید X۱ و D ،C این�صورت در و است نادر بسیار اتفاقͬ این وضوح به
عبارت به ندارد. نقشͬ هیچ رابطه این در X۱ که مͬ�گوید ما به عجیب�تر بسیار حقیقتͬ اما باشند!
اول جای به مرحله n از پس کنیم، شروع C از دیͽری نقطۀ هر از X۱ جای به را روند این اگر دیͽر،

برمͬ�گردیم.

بͬ�نهایت باشد، داشته وجود D دایرۀ بر محیط و C دایرۀ در محاط n-ضلعͬ ͷی اگر پونسله. قضیۀ
n-ضلعͬ�هاست. این از ͬͺی رأس ،C نقطۀ هر واقع در دارد. وجود خاصیت این با n-ضلعͬ

روس�ها توسط شدن زندانͬ از (پس زندان در پونسله١ ویͺتور ژان نام به جوانͬ را قضیه� این
بزرگترین از ͬͺی عنوان به بعدها که او کرد. اثبات و کشف ناپلئون) جن�͹های از ͬͺی جریان در
تصویری بابهندسۀ در کتابͬ وطن، به بازگشت و آزادی از بعد لقبگرفت، نوزدهم قرن هندسه�دانان
قضیه این کرد. منتشر مخروطͬ،٢ مقطع دو کلͬ�تر حالت برای را قضیه این از تعمیمͬ آن در و نوشت
ژاکوبͬ، مانند بسیاری ریاضیدانان و حسابمͬ�آید به مخروطͬ مقاطع هندسۀ قضایای زیباترین از ͬͺی

کرده�اند. تلاش آن از متنوعͬ تعمیم�های و اثبات�ها یافتن برای . . . و گریفیث کیلͬ،

Jean Victor Poncelet(1788-1867)١

سهمͬ یا و هذلولͬ بیضͬ، ٢دایره،

١



n = ۵ :١ شͺل

پونسله قضیۀ برای جبری و تحلیلͬ پیشرفتۀ روش�های از استفاده با اثبات�هایͬ حاضر حال در
هندسه مقدماتͬ قضایای از استفاده با پونسله خود اثبات که است این توجه جالب اما دارد. وجود
اثبات این کنیم. ارائه پونسله، اصلͬ اثبات مشابه اثباتͬ تا داریم قصد مقاله این در است. بیان قابل
مقاله اول قسمت در مفهوم این جهت همین به مͬ�کند. استفاده هم�محور دوایر دسته�های مفهوم از
برای جدیدی مطلب و است مقدماتͬ بسیار قسمت این است. شده مرور آن اصلͬ خواص و معرفͬ
دایره�ها برای پونسله قضیۀ اثبات بعد، قسمت در دربرندارد. هستند، آشنا هم�محور دوایر با که کسانͬ
در کرده�ایم. استفاده دبیرستانͬ هندسۀ مطالب از بعضͬ از فقط نیز قسمت این در مͬ�شود. کامل
جالب نتیجه�ای آن از استفاده با و شده معرفͬ تصویری هندسه�ی در دوگانͬ اصل مقاله چهارم قسمت�
دارند توصیفͬ جنبۀ بخش این مطالب است. آمده دست به محیطͬ-محاطͬ چندضلعͬ�های به راجع

است. نشده ارائه آن گزاره�های برای اثباتͬ موارد از بعضͬ در و
مطالب فهم به آنها روی کردن فͺر حال عین در ولͬ هستند، ساده بسیار اغلب متن لابلای تمارین
سخت بسیار است ممͺن آنها از بعضͬ که گفت باید هم پایانͬ مسائل مورد در مͬ�کند. زیادی ͷکم

باشند!
گیرد. قرار پرگار مجلۀ ارجمند مخاطبان توجه مورد مقاله این امیدواریم
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نمادگذاری

R شعاع و O مرکز به دایرۀ C(O,R)

ببینید.) را ١ (تعریف C دایرۀ به نسبت A نقطۀ قوت P(A,C )

AB پاره�خط علامت�دار طول |AB |
پاره�خط جهت�دار طول باشد. شده تعیین B و A از گذرنده خط برای جهت ͷی کنید (فرض
اینͺه به بسته آن علامت و است پاره�خط این طول برابر آن قدرمطلق که است حقیقͬ عددی ،AB

بودن معنͬ�دار برای وضوح به است. منفͬ یا و مثبت باشد، برعͺس یا و B به A از خط جهت
ضرب حاصل� با که حالت�هایͬ در اما کرد. تعیین خط این روی مشخص جهتͬ باید تعریف، این
از مستقل حاصل عبارت علامت داریم، سروکار خط ͷی روی پاره�خط�ها از زوجͬ تعداد تقسیم و
آن�ها روی جهتͬ که خطوطͬ برای حتͬ خوش�تعریف، عددی و است خط برای شده تعیین جهت
استفاده طول نمایش برای | | بدون AB نماد از که جاهایͬ در ضمناً مͬ�دهد. ما به است نشده تعیین

است.) معمولͬ طول همان منظورمان مͬ�کنیم،

هم�محور دوایر دسته�های ٢

از استفاده با را دوایر دسته�های و دایره�ها با مرتبط اساسͬ مفاهیم از بعضͬ مͬ�خواهیم بخش این در
بر علاوه و مͬ�کند ساده�تر را قضایا و گزاره�ها از بعضͬ اثبات روش، این کنیم. معرفͬ تحلیلͬ روش
روش�های مشاهدۀ برای است.٣ تعمیم�پذیر دلخواه مخروطͬ مقاطع کلͬ�تر حالت�های به سادگͬ به این

ببینید. را کورت[١] کتاب هشتم فصل مͬ�توانید دایره�ها، با مرتبط مسائل بررسͬ هندسͬ�تر
مختصات ،R مثبت عدد و صفحه در O = (a,b) دلخواه نقطۀ هر برای مͬ�دانیم، که همان�طور

مͬ�کند: صدق زیر معادلۀ در C(O,R) دایرۀ نقاط y و x

(x −a)۲+ (y −b)۲−R۲ = ۰.

چندجمله�ای معادله، چپ سمت چندجمله�ای به و C(O,R) دایرۀ استاندارد معادلۀ معادله، این به
داریم: آن بسط با دهیم، نمایش f (x, y) با را چندجمله�ای این اگر مͬ�گوییم. C(O,R) استاندارد

f (x, y) = x۲+ y۲−۲ax −۲by +a۲+b۲−R۲.

f (x, y) = ۰ معادلۀ جواب�های با c f (x, y) = ۰ معادلۀ جواب�های ،c ̸= ۰ عدد برایهر وضوح به
چندجمله�ای در ٢ درجۀ قسمت دیͽر طرف از مͬ�کنند. توصیف را دایره ͷی دو هر و است یͺسان

مͬ�کنیم. پیشنهاد را [٣] منبع مخروطͬ، مقاطع دسته�های با آشنایͬ برای ٣
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٢ درجۀ چندجمله�ای ͷی صفرهای که دید مͬ�توان راحتͬ به است. cx۲ + c y۲ برابر c f (x, y)

یا و نقطه ͷی یا دایره ͷی باشد، cx۲+ c y۲ (c ̸= ۰) صورت به آن ٢ درجۀ جملات که دومتغیره
است. تهͬ مجموعۀ

کنید فرض و بͽیرید نظر در را f (x, y) = x۲+ y۲+ax +by +c چندجمله�ای .١ تمرین
دهید: نشان .Q = a۲+b۲−۴c

است.
p

Q
۲ شعاع و (−a

۲ ,−b
۲ ) مرکز به دایره�ا�ی f (x, y) = جواب�های۰ مجموعۀ ،Q > ۰ اگر الف)

است. نقطه ͷی شامل تنها f (x, y) = ۰ جواب�های مجموعۀ Q = ۰ اگر ب)

ندارد. جواب f (x, y) = ۰ معادله�ی ،Q < ۰ اگر ج)

است. PO۲−R۲ عبارت مقدار با برابر C(O,R) دایرۀ به نسبت P نقطۀ قوت .١ تعریف

پس است. |(x, y)O|۲−R۲ با برابر C(O,R) دایرۀ استاندارد چندجمله�ای دیدیم که همان�طور
آن در C(O,R) استاندارد چندجمله�ای مقدار با برابر C(O,R) به نسبت صفحه در نقطه� هر قوت
درون، P که صورتͬ در ،C دایرۀ به نسبت P نقطۀ قوت بالا، تعریف بنابر این بر علاوه است. نقطه

است. صفر برابر یا و مثبت منفͬ، عددی ترتیب به باشد، C روی یا و بیرون

قطع B و A نقاط در را C = C(O,R) دایرۀ تا کنیم رسم دلخواهͬ خط P نقطۀ از اگر .١ گزاره
است. C(O,R) به نسبت P قوت با برابر |PA||PB | (علامت�دار) مقدار این�صورت در کند،

هم�فاصله به توجه با (٢ باشد.(شͺل AB خط بر O از شده رسم عمود پای H کنید فرض اثبات.
قضیۀ از استفاده با بنابراین .x := |B H | = |H A| و است AB پاره�خط وسط H ،B و A از O بودن

داریم: AHO و PHO قائم�الزاویۀ مثلث�های در فیثاغورس

|PA||PB | = (|PH |+x)(|PH |−x) = PH۲−x۲

= (PO۲−OH۲)− (AO۲−OH۲)

= PO۲−R۲ = P(P,C ).

نسبت آنها قوت که است نقاطͬ هندسͬ مͺان صفحه، در C۲ و C۱ دایرۀ دو اصلͬ محور .٢ تعریف
باشد. برابر C۲ و C۱ � به

۴



١ گزارۀ :٢ شͺل

دراین�صورت باشند. C۲ و C۱ دایرۀ دو استاندارد چندجمله�ای�های ترتیب به f۲ و f۱ فرضکنید
باشد: زیر صورت به f۲ و f۱ معادلۀ اگر

f۱(x, y) = x۲+ y۲+a۱x +b۱y + c۱,

f۲(x, y) = x۲+ y۲+a۲x +b۲y +c۲.

معادلۀ با C۲ و C۱ اصلͬ محور نقاط

f۱(x, y) = f۲(x, y) ⇐⇒
(a۱−a۲)x + (b۱−b۲)y + (c۱− c۲) = ۰.

(a۲,b۲) و (a۱,b۱) تساوی است. خط ͷی معادلۀ (a۱,b۱) ̸= (a۲,b۲) حالت در که مͬ�شود داده
وقت�ها بعضͬ ندارد. جواب بالا معادلۀ حالت این در و است C۲ و C۱ بودن هم�مرکز با معادل
نظر در بͬ�نهایت“ ”خط را هم�مرکز دایرۀ دو اصلͬ محور نباشد، اضافͬ حالت�گیری به نیاز اینͺه برای

است. خط ͷی همواره دایره دو اصلͬ محور قرارداد این با پس مͬ�گیرند.

آنها مشترک نقاط از و است عمود آنها خط�المرکزین بر دایره دو اصلͬ محور دهید نشان .٢ تمرین
آنها تقاطع نقاط از گذرنده خط متقاطع دایرۀ دو اصلͬ محور بنابراین مͬ�گذرد. وجود) صورت (در

آنهاست. تماس محل از گذرنده مشترک مماس هم، بر مماس دایرۀ دو اصلͬ محور و

معادلۀ نیستند) صفر توأماً (که α۲ و α۱ � دلخواه عدد دو هر برای اگر کلͬ�تر حالت در

α۱ f۱(x, y)+α۲ f۲(x, y) = ۰

مͬ�رسیم: زیر معادلۀ به دهیم، بسط را

(α۱+α۲)(x۲+ y۲)+ (α۱a۱+α۲a۲)x + (α۱b۱+α۲b۲)y + (α۱c۱+α۲c۲) = ۰.
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حالت (در خط ͷی یا و نقطه ͷی یا دایره ͷی آن جواب�های باشد، داشته جواب معادله این اگر
است. (α۱+α۲ = ۰

مͬ�گویند. C۲ و C۱ با هم�محور دوایر دستۀ مͬ�آیند، دست به صورت این به که اشͺالͬ همۀ به
پس گرفت. نظر در بͬ�نهایت شعاع با دوایر مͬ�توان را خطوط و صفر شعاع با دوایر مͬ�توان را (نقاط

هستند!) تعمیم�یافته“ ”دایرۀ ͷی هم�محور، دوایر از دسته ͷی اعضای همۀ

برابر C۲ دایرۀ به قوتش به C۱ دایرۀ به آن قوت نسبت که صفحه در نقاطͬ هندسͬ مͺان .٢ گزاره
است. C۲ و C۱ با هم�دسته (تعمیم�یافته) دایره�ای باشد، αثابت مقدار با

پس شد�ه�اند. داده f۲ = ۰ و f۱ = ۰ استاندارد معادله�های با ترتیب به C۲ و C۱ کنیم فرض اثبات.
معادلۀ با مذکور هندسͬ مͺان

f۱(x, y) =α f۲(x, y)

است. C۲ و C۱ با هم�دسته دایره�ای بودن، ناتهͬ صورت در تعریف، بنابر که مͬ�شود داده

دهید: نشان باشد. C۲ و C۱ متفاوت دایرۀ دو با هم�محور دوایر دستۀ F کنید فرض .٣ تمرین

است. F با برابر D۲ و D۱ با هم�محور دوایر دستۀ ،F در D۲ و D۱ دایرۀ دو هر برای الف)

در دایره دو هر اصلͬ محور که است خط ͷی دقیقاً شامل F نباشند، هم�مرکز C۲ و C۱ اگر ب)
مͬ�گوییم.) F اصلͬ محور خط این (به است. F

و C۱ اصلͬ محور با برابر C۱ و آن اصلͬ محور اگر فقط و اگر دارد قرار F در C دایرۀ ج)
تعریفͬ واقع در و مͬ�کند روشن را هم�محور“ دوایر ”دستۀ تسمیۀ وجه گزاره (این باشد. C۲

است.) مفهوم این از ما تعریف با معادل

دارد. قرار F اصلͬ محور بر عمود خطͬ روی F دوایر همۀ مرکز د)

را C۲ و C۱ متفاوت دوایر f۲(x, y) = ۰ و f۱(x, y) = ۰ دوِ درجۀ معادلات کنید فرض .۴ تمرین
دهید: نشان کنند. معین

یͺسان (تعمیم�یافته) دایرۀ ͷی β۱ f۱+β۲ f۲ = ۰ و α۱ f۱+α۲ f۲ = ۰ معادلۀ دو دهید نشان الف)
.α۱
α۲

= β۱
β۲

اگر فقط و اگر مͬ�دهند نمایش را

و C۱ با هم�محور دوایر دستۀ در یͺتایͬ دایرۀ روی ،C۲ و C۱ تقاطع�های از غیر P نقطۀ هر ب)
دارد. قرار C۲

دارد: وجود هم�محور دوایر دسته�های از نوع چهار .٣ گزاره

۶



٣ گزارۀ در دوایر دسته�های انواع :٣ شͺل

نقطه، دو از گذرنده خط) (و دوایر - اول

خط، آن خود و آن از معین نقطه�ای در خط ͷی بر مماس دوایر - دوم

نقطه، ͷی مرکز به دوایر - سوم

عمودمنصف خط و است ثابت مقداری خاص، نقطۀ دو به آن نقاط فواصل نسبت که دوایری - چهارم
نقطه. دو این

نسبت حالت چهار C۲ و C۱ باشد. C۲ و C۱ دایرۀ دو با هم�محور دوایر دستۀ F فرضکنید اثبات.
مͬ�کنیم: بررسͬ را آنها ترتیب به که دارند یͺدیͽر به

متقاطعند. B و A نقطۀ دو در C۲ و C۱ الف)

بالعͺس مͬ�گذرند. B و A از C۲ و C۱ با هم�دسته دوایر همۀ وضوح به تعریف، به توجه با
تمرین از (ب) قسمت بنابر بͽذرد. P مانند دیͽری نقطۀ و B و A از C دایرۀ کنید فرض
قرار C̃ روی هم B و A اما مͬ�گذرد. P از که دارد وجود F در C̃ مانند یͺتایͬ دایرۀ قبل،
از گذرنده خط) (و دوایر همۀ مجموعۀ با برابر F نتیجتاً و است منطبق C بر C̃ پس دارند.

است. B و A

مماسند. یͺدیͽر بر A نقطۀ در C۲ و C۱ ب)

مرکزش و مͬ�گذرد A از F دایرۀ هر دهیم، نمایش l با را A در C۲ و C۱ مشترک مماس اگر
بر A در F دوایر همۀ پس دارد. قرار است، عمود l بر A در که C۲ و C۱ خط�المرکزین روی
است. درست نیز مطلب این عͺس که مͬ�دهد نشان قبل حالت با مشابه استدلالͬ مماسند. l

هستند. O نقطۀ مرکزیت با هم�مرکز C۲ و C۱ ج)

دوایر همۀ مرکز که دید مͬ�توان سادگͬ به دایره دو این جبری معادلۀ به توجه با حالت این در
است. صحیح نیز مطلب این عͺس و است O با برابر F
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هستند. هم�مرکز غیر و مجزا C۲ و C۱ د)

به توجه با کند. قطع P در را m نام به آن�دو خط�المرکزین ،C۲ C۱و اصلͬ محور l فرضکنید
مͬ�افتد) هم C۲ روی آنها تقاطع نقطۀ این�صورت غیر در (چون نمͬ�کند، قطع را C۱ ،l اینͺه
به m روی را Y و X نقطۀ دو است. مثبت C۱ به نسبت آن قوت و دارد قرار C۱ بیرون P

که کنید انتخاب گونه�ای
|P X |۲ = |PY |۲ = P(P,C۱).

C۱ و C محوراصلͬ l اینͺه به توجه با مͬ�گذرد. X از که باشد F در دایره�ای C کنید فرض
،P ∈ l و هست نیز

P(P,C ) = P(P,C۱) = |P X |۲.

قرار m روی C مرکز دیͽر طرف از است. مماس X در m = P X بر C ،X ∈C چون پس
F پس دارد. قرار F در هم Y نقطۀ ترتیب همین به است. X ت�ͷنقطۀ با برابر C پس دارد،
برابر نقطه ͷی به نسبت قوت اینͺه به توجه با است. Y و X با هم�محور دوایر دستۀ با برابر
هندسͬ مͺان F خط) (و دوایر که مͬ�گوید ما به ٢ گزارۀ است، نقطه آن از فاصله مجذور با

است. ثابت مقداری با برابر Y و X به آنها فاصلۀ نسبت که هستند نقاطͬ

دوایر از ͷی هر از وتر هر دهید نشان باشد. چهارم نوع از دوایر دستۀ ͷی F کنید فرض .۵ تمرین
است. مماس F در دیͽر دایره�ای بر نقطه ͷی دقیقاً در ،F

قضیه اثبات ٣

صفحه در دایره هر مͬ�شویم. متذکر جهت�دار دوایر دربارۀ نͺاتͬ پونسله، قضیۀ اثبات به شروع از قبل
آن روی جهتͬ که دایره ͷی به کرد. جهت�دهͬ پادساعت�گرد یا و ساعت�گرد صورت دو به مͬ�توان را
E جهت�دار دایرۀ بر ۴AB جهت�دار خط مͬ�گوییم مͬ�گوییم. جهت�دار دایره��ی است، شده مشخص
ضمناً باشد. یͺسان تماس محل در دایره جهت و خط جهت بودن، مماس بر علاوه اگر است مماس
مماس�های از ͬͺی ،E بر P از شده رسم هم�جهت� مماس از منظور ،E بیرون P دلخواه نقطۀ برای
خط جهت کنیم، نام�گذاری Q با را E و l تماس محل اگر که است E بر P از (l نام (با رسم�شده

(۴ باشد.(شͺل یͺسان Q در E جهت با PQ

است. آن درون دیͽری دایرۀ D و دایره ͷی C بخش این سراسر در

است. B سمت به A از جهتش که AB از گذرنده خط ۴یعنͬ
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هم�جهت مماس :۴ شͺل

ͷی در B۱B۲ و A۱A۲ که دارند قرار گونه�ای به C دایرۀ روی B۲ و B۱،A۲،A۱ نقطۀ چهار .١ لم
صورت: این� در مماسند. D بر جهت

آن بر جهت ͷی در A۲B۲ و A۱B۱ که دارد وجود D و C با هم�محور و C درون E دایرۀ الف)
مماسند.

روی ترتیب به B۲ و B۱ که دارد وجود D و C با هم�محور و C بیرون E ′ جهت�دار دایرۀ ب)
دارند. قرار E ′ بر A۱ و A۲ از رسم�شده هم�جهت مماس�های

و A۱B۱ خط دو با M N خط تقاطع ،N و M با را D بر B۱B۲ و A۱A۲ تماس محل الف) اثبات.
توجه ابتدا (۵ (شͺل مͬ�کنیم. نام�گذاری Z با را A۲B۲ و A۱B۱ خط دو تقاطع Qو و P با را A۲B۲

طرف ͷی در B۲ و A۱ مماسند، D بر جهت ͷی در دو هر B۱B۲ و A۱A۲ اینͺه دلیل به که کنید
و ∠M A۱P زاویۀ دو دیͽر طرف از برابرند. ∠B۲N M و ∠A۱M N زوایای و دارند قرار M N خط
متشابه�اند N B۲Q و M A۱P مثلث دو پس مساوی�اند. و هستند ÚA۲B۱ کمان به روبرو N∠هم B۲Q

دایرۀ پس .Z P = ZQ و است متساوی�الساقین Z PQ مثلث نتیجه در .∠NQB۲ =∠MPA۱ و
و A۱ که کنید توجه دیͽر طرف از است. مماس A۲B۲ و A۱B۱ بر Q و P در که دارد وجود E

قطع M یعنͬ A۱A۲ پاره�خط درون در را A۱A۲ ،PQ (چون دارند، قرار PQ خط طرف دو در A۲

هم�محور D و C با E که مͬ�کنیم ادعا مماسند. E بر جهت ͷی در A۲B۲ و A۱B۱ پس مͬ�کند.)
یͺسان E و D به B۲ و B۱ ،A۲ ،A۱ نقاط قوت نسبت دهیم نشان کافیست کار این برای است.
حداقل (که چهارنقطه این از گذرنده دایرۀ که مͬ�شود نتیجه ٢ گزارۀ بنابر این�صورت در زیرا است.

مͬ�شود. ثابت ما ادعای و است E و D با هم�محور C یعنͬ متمایزند) آنها ٣تای
داریم: ،B۲NQ و A۱MP مثلث دو تشابه و موجود مماس�های از استفاده با

P(A۱,D)

P(A۱,E)
= A۱M۲

A۱P۲ = B۲N۲

B۲Q۲ = P(B۲,D)

P(B۲,E)
.
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(الف) ١ لم :۵ شͺل

:B۱N P و A۲MQ مثلث دو تشابه� بنابر مشابه طریق به

P(A۲,D)

P(A۲,E)
= A۲M۲

A۲Q۲ = B۱N۲

B۱P۲ = P(B۱,D)

P(B۱,E)
.

داریم: A۲MQ و A۱MP مثلث دو در سینوس�ها قضیۀ بنابر دیͽر طرف از

A۱M

A۱P
= sin∠A۱P M

sin∠A۱MP
= sin∠A۲QM

sin∠A۲MQ
= A۲M

A۲Q
=⇒ P(A۱,D)

P(A۱,E)
= P(A۲,D)

P(A۲,E)
.

D به نسبت B۲ و B۱ ،A۲ ،A۱ چهارنقطۀ هر قوت�های نسبت که مͬ�دهد نشان بالا رابطۀ ٣ ترکیب
است. یͺسان E و

نمایش T با را A۲B۱ و A۱B۲ تقاطع و S و R با را A۲B۱ و A۱B۲ خط دو و M N تقاطع ب)
تساوی B۱N S و A۱MR مثلث�های تشابه از استفاده با قبل قسمت مشابه (۶ (شͺل مͬ�دهیم.
و A۱B۲ بر S و R در که دارد وجود E ′ دایرۀ نتیجه در مͬ�شود. نتیجه ∠T RS و ∠T SR زوایای
جهت ͷی در A۲S و A۱R دارند، قرار RS طرف دو در A۲ و A۱ که آنجایͬ از است. مماس A۲B۱

E ′ بر جهت ͷی در لزوماً A۲B۱ و A۱B۲ مͬ�شود، دیده هم شͺل در که (همان�طور مماسند. E ′ بر
قبل قسمت مشابه نیز ادامه در باشد.) چنین است ممͺن حالات از بعضͬ در البته نیستند. مماس
این به و است یͺسان E ′ و D دایرۀ دو به B۲ و B۱ ،A۲ ،A۱ قوت�های نسبت که داد نشان مͬ�توان
خط طرف ͷی در B۲ و A۱ که آنجایͬ از ضمناً مͬ�شود. نتیجه دایره سه این بودن هم�محور ترتیب

دارد. قرار C بیرون E ′ دایره�ی و است A۱B۲ پاره�خط بیرون R دارند، قرار M N

خطوطجهت�دار که طوری به Cباشند، نقاط از دنباله دو B۱,B۲, . . . و A۱, A۲, . . . فرضکنید .٢ لم
این�صورت در مماسند. D بر یͺسان جهت ͷی در ͬͽهم . . . ،B۲B۳ ،B۱B۲ و . . . ،A۲A۳ ،A۱A۲
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(ب) ١ لم :۶ شͺل

E بر جهت ͷی در ͬͽهم ها Ai Bi که دارد وجود E مانند ،D و C با هم�محور و C درون دایره�ای
مماسند.

دارد وجود D و C با هم�محور و C درون یͺتایͬ دایرۀ ،C وتر هر برای که کنید توجه ابتدا اثبات.
کار به Bi+۱ و Bi ،Ai+۱ ،Ai چهارتایͬ�های برای را قبل لم اگر حال است. مماس وتر این بر که
Ai+۱Bi+۱ و Ai Bi که دارد وجود D و C با هم�محور و C درون Ei دایرۀ که مͬ�شود نتیجه ببریم،
به توجه با نتیجه�ای در هستند، مماس Ai Bi بر دو هر Ei+۱ و Ei اما مماسند. آن بر جهت ͷی در
C درون E دایرۀ ͷی با برابر �Eiها همۀ پس .Ei = Ei+۱ ،i هر برای شد، اشاره آن به که یͺتایͬ�ای

مͬ�شود. ثابت حͺم و هستند D و C با هم�محور و

کنیم: ثابت هم درون دایرۀ دو برای را پونسله قضیۀ مͬ�توانیم حالا و

که هستند C روی متمایز نقطۀ n ،A۱, A۲, . . . , An و n ≥ ۳ کنید فرض پونسله.۵ قضیۀ اثبات
ͬͽهم Aiها، بودن متمایز به توجه با نتیجه در مماسند. D بر An A۱،. . . ،A۲A۳ ،A۱A۲ وترهای
مͬ�کنیم. جهتجهت�دهͬ همین با را D مماسهستند. D بر یͺسانͬ جهت در جهت�دار وترهای این
C تا مͬ�کنیم رسم D بر هم�جهت مماسͬ B۱ از باشد. C روی دلخواه نقطه�ای B۱ کنید فرض حال
مͬ�کنیم. تعریف قبلͬ�اش نقطۀ وسیلۀ به کدام هر را . . . ،B۴ ،B۳ ترتیب همین به کند، قطع B۲ در را
و A۱, . . . , An+۱ دنبالۀ دو کنیم، تعریف A۱ با برابر را An+۱ اگر .B۱ = Bn+۱ مͬ�دهیم نشان
Bn+۱ و B۱ که دارد وجود E جهت�دار دایرۀ نتیجه در مͬ�کنند. صدق قبل لم شرط در B۱, . . . ,Bn+۱

مͬ�آیند. دست به C دایرۀ با E بر An+۱ و A۱ از رسم�شده هم�جهت مماس�های تقاطع از ترتیب به

است. شده برگرفته [٣] از اندک تغییراتͬ با اثبات ۵این
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n = ۸ برای ١ قضیۀ :٧ شͺل

بر محیط و C در محاط n-ضلعͬ ͷی رأس C دلخواه نقطۀ هر و B۱ = Bn+۱ پس A۱ = An+۱ اما
است. D

باشد. Biها Bi+۱ تماس جهت خلاف و برابر Aiها Ai+۱ تماس جهت ٢ لم در فرضکنید .۶ تمرین
از کدام هر که دارد وجود D و C با هم�محور و C بیرون E جهت�دار دایرۀ این�صورت در دهید نشان

مͬ�آیند. دست به C دایرۀ با E بر Ai از شده رسم هم�جهت مماس تقاطع از �Biها

عددی k و D بر محیط و C در محاط چندضلعͬ ͷی A۱ . . . An و n ≥ ۳ کنید فرض .١ قضیه
دایره�ای بر Ai Ak−i خطوط و C درون دایره�ای بر Ai Ak+i وترهای صورت این� در باشد. صحیح
اندیس�گذاری دوری صورت به (Aiها هم�محورند. D و C با دوایر این همۀ ضمناً مماسند. C بیرون
در Ai در C بر مماس خط را Ai A j خط باشد، A j برابر Ai ، j و i اندیس دو برای وقتͬ و شده�اند

مͬ�گیریم.) نظر

قسمت ببرید. کار به Ak+۱, Ak+۲, . . . و A۱, A۲, . . . دنبالۀ دو برای را ٢ لم اول، قسمت برای اثبات.
دست به Ak−۱, Ak−۲, . . . و A۱, A۲, . . . دنبالۀ دو برای قبل تمرین کارگیری به از هم حͺم دوم

مͬ�آید.
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این ٧ شͺل (در هم�رسند. Ai Ak+i وترهای ،k = n
۲ و زوج n حالت در دهید نشان .٧ تمرین

مͬ�شود.) دیده n = ۸ برای هم�رسͬ

کنید. ثابت متقاطع دایرۀ دو برای همچنین و یͺدیͽر بیرون دایرۀ دو برای را پونسله قضیۀ .٨ تمرین
کنید.) ثابت را آنها و آورده دست به ٢ و ١ لم�های از مشابه صورتͬ باید حالات این از ͷی هر (در

مخروطͬ مقطع دو D و C جای به وقتͬ پونسله قضیۀ شد، اشاره مقاله ابتدای در که همان�طور
است. درست دهیم، قرار بودن) بیرون و درون یا و تقاطع نظر از دلخواه نسبͬ وضعیت هر (با دلخواه
ایدۀ به فقط اینجا در و است مقاله این سطح از فراتر پونسله، قضیۀ از تعمیم�یافته صورت این اثبات

مͬ�کنیم. اشاره آن
خطوط به را خطوط که دارد وجود تصویری“ ”تبدیلات نام با صفحه تبدیلات از خانواده�ای
را هم درون مخروطͬ مقطع دو هر مͬ�کند. تبدیل مخروطͬ مقاطع به را مخروطͬ مقاطع و مͬ�برد
حالات این در �پونسله قضیۀ نتیجه در کرد. تبدیل هم درون دایره دو به تصویری تبدیل ͷی با مͬ�توان
ͷی در یا و متقاطع نقطه دو در که مخروطͬ مقطع دو حالت مͬ�شود. نتیجه دوایر خاص حالت از
(مثل دیͽر حالت�های برای اما گرفت. نتیجه ایده همین با مͬ�توان نیز را باشند مماس یͺدیͽر بر نقطه
”تبدیلات یعنͬ تبدیلات، از بزرگتری خانوادۀ از باید و نیست کارساز نیز ایده این تقاطع) نقطۀ ۴
و شده�اند تعریف مختلط“ تصویری ”صفحۀ روی تبدیلات این کرد.(البته استفاده مختلط“ تصویری

نیستند.)۶ صفحه به صفحه از تبدیلاتͬ
کرد. خواهیم بحث تصویری تبدیلات به راجع هم اندکͬ دوگانͬ اصل بهانۀ به بعد قسمت در

دوگانͬ اصل ۴

از بعضͬ در حتͬ و داریم سروکار خطوط تقاطع از حاصل نقاط با هندسه مسائل از بسیاری در ما
مسأله اشͺال دیͽر و خطوط با را آن تقاطع و مͬ�کنیم رسم ͬͺکم خطͬ مسأله ͷی حل برای اوقات
است ممͺن و نمͬ�کنند قطع نقطه ͷی در را همدیͽر دلخواهͬ خط دو هر همیشه اما مͬ�کنیم. بررسͬ
گزاره�ها، از بعضͬ بیان یا و مسائل از بعضͬ حل برای تا مͬ�شود باعث امر همین باشند. موازی دو آن�

کنیم. بررسͬ جداگانه را مسأله خطوط تقاطع یا و توازی مختلف حالت�های تا شویم مجبور
ایده است. کارساز موارد از بسیاری در که دارد وجود مشͺل این از رهایͬ برای جالب ایدۀ ͷی
کنیم. اضافه صفحه به ”بͬ�نهایت“ در تخیلͬ نقطۀ ͷی صفحه، در راستا هر ازای به که است این
قرار بͬ�نهایت“ ”خط به موسوم خط ͷی روی تخیلͬ نقاط چنین همۀ که کنیم قرارداد این بر علاوه

سوم[٣] فصل در مͬ�توانید را اثبات این است. دلخواه مخروطͬ مقطع دو برای ١ لم اثبات هم دیͽر روش ͷ۶ی

ببینید.
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پاپوس قضیۀ چپ: دزارگ، قضیۀ راست: :٨ شͺل

موازی خطوط دستۀ با متناظر بͬ�نهایت نقطۀ از آن روی واقعͬ نقاط از غیر به معمولͬ خط هر و دارند
نقاط تصویری، صفحۀ نقاط بنابراین تصویریمͬ�گویند. صفحۀ جدید صفحۀ این به بͽذرد. نیز آن با
هر به (که صفحه معمولͬ خط��های آن خطوط و هستند بͬ�نهایت خط نقاط اضافۀ به معمولͬ صفحۀ

هستند. بͬ�نهایت خط همراه به است) شده اضافه بͬ�نهایت در نقطه ͷی کدام
هر از که مͬ�دهد نشان تصویری صفحۀ در خطوط و نقاط ”وقوع“ رابطۀ مورد در تأمل اندکͬ
قطع نقطه ͷی دقیقاً در را همدیͽر خط دو هر این بر علاوه و مͬ�گذرد خط ͷی دقیقاً آن نقطۀ دو
متناهͬ نقطۀ ͷی در یا بͽیریم، نظر در را بͬ�نهایت) خط از (غیر معمولͬ خط دو اگر مثلا́ مͬ�کنند.
راستای با متناظر که بͬ�نهایت در نقطه ͷی از آنها دوی هر نتیجه در و هستند موازی یا و متقاطعند
دارند، یͷوضعیت فقط هم به نسبت تصویری صفحۀ در خط دو هر نتیجه در مͬ�گذرند. است آن�دو
را خودمان اگر موارد از برخͬ در که است مزیت همین خاطر به است. نقطه ͷی در تقاطع همان که
مثال عنوان به مͬ�شود. ساده�تر هندسͬ گزاره�های بیان نͺنیم، محدود متناهͬ) یا (و معمولͬ نقاط به

کنید: توجه زیر معروف قضیۀ دو به

این در هستند. صفحه در مثلث دو A′B ′C ′ و ABC کنید فرض دزارگ. قضیۀ
تقاطع محل اگر فقط و اگر همرسند مثلث دو متناظر رئوس واصل خطوط صورت

باشند. هم�خط متناظر ضلع�های امتداد

نقطه سه هم C ′ و B ′ ،A′ و هم�خط نقطۀ سه C و B ،A کنید فرض پاپوس. قضیۀ
Y ،B A′ و AB ′ خط دو تقاطع با برابر X اگر دراین�صورت باشند. دیͽر خطͬ روی
باشد، AC ′ و C A′ خط دو تقاطع با برابر Z و C B ′ و BC ′ خط دو تقاطع با برابر

هم�خطند. Z و Y ،X
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مرکزی تصویر تبدیل :٩ شͺل

فرض موجود حالت�گیری�ای هیچ�گونه بدون خطوط تقاطع محل�های قضیه دو این بیان در
تعبیری و بͬ�نهایت نقاط گرفتن نظر در با فقط بالا قضیۀ دو از بیان نحوۀ این واقع در شده�اند.

است. کامل و دقیق کردیم، تصویری صفحۀ در وقوع از که

مͬ�افتد؟ اتفاقͬ چه قضیه بنابر باشند، موازی B A′ و AB ′ پاپوس قضیۀ در اگر الف) .٩ تمرین

مثلث دو این مورد در دزارگ قضیۀ هستند. موازی A′B ′C ′ و ABC مثلث دو متناظر اضلاع ب)
کنید؟ ثابت خودتان مͬ�توانید را خاص حالت این آیا دارد؟ نتیجه�ای چه

بسیاری مͬ�گویند. تصویری تبدیل کند، تبدیل خط به را خط که تصویری صفحۀ تبدیل هر به
انقباض و انبساط حتͬ یا و خط ͷی به نسبت تقارن دوران، انتقال، مانند هندسͬ آشنای تبدیلات از
هستند.٧ تصویری تبدیلات از مثال�هایͬ ( (x, y) → (ax, y) تبدیل مثل ) مختصاتͬ جهت ͷی در
فضای در صفحه دو عنوان به را صفحه از کپͬ دو مͬ�توانید مثال�ها، از کلͬ�تر ردۀ ͷی کردن پیدا برای
(شͺل کنید. تصویر دیͽر صفحۀ بر کانون ͷی از را صفحات از ͬͺی نقاط و بͽیرید نظر در سه�بعدی

هستند.٨ تصویری تبدیل نتیجه در و مͬ�برند خطوط به را خطوط هم تبدیلات این (٩
تصویری تبدیلات تحت که هستند هندسͬ مفاهیم همۀ از متشͺل تصویری هندسۀ مفاهیم
بیان قابل نقطه و خط وقوع رابطۀ و خطوط مفهوم توسط که مفهومͬ هر پس مͬ�شوند. حفظ
”هم�خطͬ ”خط“، ”نقطه“، مثل مفاهیمͬ وضوح به وصف، این با است. تصویری مفهوم ͷی باشد،
مثل مفاهیمͬ اما هستند، تصویری مفاهیم . . . و هم�ساز“ ”چهارتایͬ�های خطوط“، ”هم�رسͬ نقاط“،
مͬ�توان ندارند. معنا تصویری هندسۀ در . . . و ”مربع“ ”دایره“، بودن“، ”عمود ”زاویه“، ”فاصله“،
این (درستͬ مͬ�شوند. تبدیل مخروطͬ مقاطع به مخروطͬ مقاطع تصویری، تبدیلات تحت که دید

آن�ها از ͷی هر مͬ�توان راحتͬ به ولͬ شده�اند. تعریف صفحه (واقعͬ) متناهͬ نقاط روی معمولا˟ تبدیلات این ٧البته

رسید. تصویری صفحۀ کل روی تبدیل ͷی به و داد گسترش نیز بͬ�نهایت نقاط روی را
علاقمند خوانندگان به را یاگلم[٢] هندسͬ تبدیلات کتاب از سوم جلد مطالعۀ تصویری، تبدیلات با آشنایͬ ٨برای

مͬ�کنیم. پیشنهاد
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”مقطع پس کنید.) ͷچ راحتͬ به شد، برشمرده که تصویری�ای تبدیلات مورد در مͬ�توانید را مطلب
هذلولͬ یا (بیضͬ مخروطͬ مقطع ͷی نوع اینͺه وجود با است، تصویری مفهوم ͷی هم مخروطͬ“

نمͬ�شود. حفظ تصویری تبدیلات تحت سهمͬ) یا
خط دو هر و مͬ�گذرد خط ͷی دقیقاً تصویری صفحۀ در نقطه دو هر از گفتیم که همان�طور
صفحۀ در وقوع رابطۀ که مͬ�دهد نشان نͺته این مͬ�کنند. قطع نقطه ͷی دقیقاً در را همدیͽر هم
عبارتͬ به وقوع رابطۀ دیͽر طرف از است. نقطه و خط نقش بین جالب تقارن ͷی دارای تصویری
دارد وجود تقارن ͷی تصویری هندسۀ کل در که زد حدس مͬ�توان پس است، تصویری هندسۀ همۀ
آن شدۀ کامل صورت و است درست حدس این واقع در مͬ�کند. جابجا را خط و نقطه نقش که
این است. شده نام�گذاری دوگانͬ“ ”اصل نام با پونسله توسط که است تصویری هندسۀ در قضیه�ای
تصویری صفحۀ جبری توصیف طریق از هم و موضوعͬ اصل رویͺرد طریق از هم مͬ�توان را اصل

کرد. ثابت
دوگان مفهوم ͷی تصویری هندسۀ مفهوم هر برای است. زیر صورت به دوگانͬ اصل دقیقتر بیان
نتیجه (در ”نقطه“ دوگان ”خط“ است: خودش مفهوم ͷی دوگان دوگان که صورتͬ به دارد وجود
است. نقطه“ ͷی از یͷخط ”گذشتن دوگان یͷخط“ روی یͷنقطه ”وقوع و ”خط“) دوگان ”نقطه“
به را تصویری هندسۀ در دیͽر جملات و مفاهیم همۀ دوگان مͬ�توانیم ساده تعریف این از استفاده با
”سه مͬ�گوییم وقتͬ و است نقطه” دو از گذرنده ”خط دوخط“، تقاطع ”نقطۀ دوگان مثلا́ آوریم. دست
پس دارند، قرار آن روی نقطه سه این که دارد وجود خطͬ که است این منظورمان هم�خطند“، نقطه
همرسند“. خط ”سه معادلا˟ یا و دارد“ قرار خط سه بر واقع ”نقطه�ای که مͬ�شود این جمله این دوگان
ͷی بر مماس ”خطوط آن دوگان که است مخروطͬ“ مقطع ͷی بر واقع ”نقاط پیچیده�تر مثال ͷی
مفهوم هر تصویری هندسۀ در درست گزارۀ ͷی در اگر دوگانͬ، اصل بنابر مͬ�شود. مخروطͬ“ مقطع
دوگان اینͺه به توجه با است. درست گزاره�ای نیز حاصل گزارۀ کنیم، جایͽزین دوگانش مفهوم با را
درستͬ با گزاره هر درستͬ که گفت مͬ�توان اصل این بنابر است، خودش با برابر گزاره، ͷی دوگان

است. معادل دوگانش
بͽیرید: نظر در را پاسͺال قضیۀ نمونه عنوان به

در باشند، مخروطͬ مقطع ͷی بر واقع نقطه شش A۱, . . . , A۶ اگر پاسͺال. قضیۀ
خط ͷی روی A۳A۴

∩
A۶A۱ و A۲A۳

∩
A۵A۶ ،A۱A۲

∩
A۴A۵ نقاط این�صورت

است.) A j و Ai از گذرنده خط Ai A j از منظور اینجا (در دارند. قرار

شش�ضلعͬ ͷی مقابل اضلاع امتداد تقاطع نقاط که مͬ�گوید پاسͺال قضیۀ ساده�تر عبارت به
خواهد چنین پاسͺال قضیۀ دوگان بالا قواعد رعایت با حال هم�خطند. مخروطͬ مقطع ͷی در محاط

شد:
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باشند، مخروطͬ مقطع ͷی بر مماس خط شش l۱, . . . , l۶ اگر پاسͺال. قضیۀ دوگان
خط و l۵

∩
l۶ و l۲

∩
l۳ واصل خط ،l۴

∩
l۵ و l۱

∩
l۲ واصل خط این�صورت در

هم�رسند. l۶
∩

l۱ و l۳
∩

l۴ واصل

است بریانشن قضیۀ همان گزاره این که مͬ�شویم متوجه دوگان، گزارۀ این بیشتر ساده�سازی با
هم�رسند. مخروطͬ مقطع بر محیط شش�ضلعͬ ͷی قطرهای مͬ�گوید که

کنید. بیان را پاپوس قضیۀ دوگان الف) .١٠ تمرین

است. معادل دزارگ قضیۀ با دزارگ قضیۀ دوگان دهید نشان ب)

n-ضلعͬ ͷی باشند، صفحه در مخروطͬ مقطع دو D Cو اگر چیست؟ پونسله قضیۀ دوگان اما
صورت به دنباله�ای کرد: توصیف این�گونه مͬ�توان را C در محاط و D بر محیط

A۱, l۱, A۲, l۲, . . . , An , ln , An+۱ = A۱, ln+۱ = l۱

خط دو روی دنباله در نقطه هر و هستند D بر مماس خطوطͬ ها li و C روی نقاطͬ ها Ai که
C و li تقاطع نقطۀ تنها Ai اینͺه مͽر Ai ̸= Ai+۱ ،i هر برای این بر علاوه دارد. قرار مجاورش
از گذرا و D بر مماس تنها li اینͺه مͽر li ̸= li+۱ همین�طور و باشد) مماس C بر li (یعنͬ باشد
مماس خطوط و C بر واقع نقاط دوگان اگر که است واضح باشد) D روی Ai+۱ باشد.(یعنͬ Ai+۱

دوگان بͽیریم، نظر در d مخروطͬ مقطع بر واقع نقاط و c مخروطͬ مقطع بر مماس خطوط را، D بر
با پس مͬ�شود. “d در محاط و c بر محیط ”n-ضلعͬ ͷی ،“D بر محیط و C در محاط ”n-ضلعͬ
است. یͺسان دوگانش با پونسله قضیۀ و مͬ�شود جابجا D و C نقش فقط پونسله قضیۀ کردن دوگان
قضیۀ ١ دوگان مثلا́ مͬ�کنند. بیان را جالبͬ مطالب قبل، قسمت لم�های و گزاره�ها دوگان حال این با

مͬ�دهد: نتیجه را زیر جالب

در محاط n-ضلعͬ ͷی X۱ . . . Xn و درونش دیͽری بیضͬ c و بیضͬ ͷی d کنید فرض .٢ قضیه
تقاطع از حاصل نقطۀ n را Pk ،۰≤ k < n عدد هر برای اگر این��صورت در باشد. c بر محیط و d

Xi Xi+۱ وترهای امتداد تقاطع از حاصل نقاط را Qk و Xi+k Xi+k+۱ و Xi Xi+۱ وترهای امتداد
از ͷی هر نقاط و مخروطͬ مقطع ͷی روی Pkها از ͷی هر نقاط کنیم،٩ تعریف Xk−i Xk−i−۱ و
مقاطع این همۀ کانون دو باشند، هم�کانون d و c اگر این بر علاوه دارد. قرار هذلولͬ ͷی روی Qkها

(در است. بیضͬ Pkها از ͷی هر از گذرنده مخروطͬ مقطع و است یͺسان دو این با هم مخروطͬ
گرفته�ایم.) نظر در c با تماس محل را خودش با وتر ͷی تقاطع اینجا

است. n
۲ یا n

۲ +۱ ،k زوجیت به بسته زوج، n درحالت و n+۱
۲ فرد، n حالت در Qk نقاط ٩تعداد
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نمͬ�شود.) دیده شͺل در بیضͬ�ها از ͬͺی) .n = ۱۳ و هم�کانون بیضͬ دو برای ٢ قضیۀ :١٠ شͺل
است؟ شͺل بیضͬ�های از ͷی کدام d

به که همان�طور آن کلͬ ایدۀ اما است. مقاله این سطح از فراتر هم قضیه این اثبات متأسفانه
این در است. هم�محور و بیرون درون، مفاهیم دوگان کردن پیدا و ١ قضیۀ از استفاده شد، اشاره آن

باشد: جالب مͬ�تواند زیر تمرین رابطه

دهید: نشان باشند. D و C مخروطͬ مقاطع دوگان ترتیب به d و c کنید فرض .١١ تمرین

دارند. تقاطع نقطۀ چهار d و c باشند، یͺدیͽر خارج D و C اگر الف)

است. d درون c باشد، C درون D اگر ب)

دارند. اشتراک نقطۀ دو دقیقاً d و c باشند، داشته اشتراک نقطۀ دو دقیقاً D و C اگر ج)

مماسند. هم بر هم d و c باشند، مماس هم بر D و C اگر د)

مسائل ۵

کنید. ارائه ،n = ۳ و دوایر حالت در پونسله قضیۀ برای ساده�تر اثباتͬ .١
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رئوسیͷپنج�ضلعͬ نیز آن قطرهای تقاطع که داریم صفحه در محدبمحیطͬ یͷپنج�ضلعͬ .٢
است. محاطͬ پنج�ضلعͬ ͷی پنج�ضلعͬ، این دهید نشان مͬ�دهند. تشͺیل را محیطͬ محدب

آنها مرکزهای فاصلۀ و دارد قرار R شعاع با C دایرۀ درون ،r شعاع با D دایرۀ کنید فرض .٣
دهید: نشان است. d برابر

(قضیۀ .R۲ = d۲+۲Rr اگر فقط و اگر دارد، Cوجود در محاط و D بر محیط مثلثͬ الف)
اویلر)

اگر فقط و اگر دارد، وجود C در محاط و D بر محیط چهارضلعͬ�ای ب)

(R۲−d۲)۲ = ۲r ۲(R۲+d۲).

باشد. واقع D روی آن وسط اگر مͬ�گوییم، ”خوب“ وتر ،C وتر ͷی به دایره�اند. دو D و C .۴
خوب Xi Xi+۱ وترهای همۀ اگر مͬ�گوییم، ”خوب“ دنبالۀ C نقاط از X۱, X۲, . . . دنبالۀ به
روی X باشد.(اگر Xi از گذرنده خوب وتر تنها Xi Xi+۱ اینͺه مͽر Xi ̸= Xi+۲ و باشند
نشان مͬ�کنیم.) حساب خوب وتر ͷی هم را X X باشد، وجود) صورت (در D و C تقاطع
n-متناوبند. خوب دنباله�های همۀ باشیم، داشته n تناوب دورۀ با خوب دنبالۀ ͷی اگر دهید

این به را fD : C → C تابع ،D جهت�دار دایرۀ هر ازای به است. دایره ͷی C کنید فرض .۵
رسم مماسهم�جهت تقاطع محل fD (P ) ،C روی P نقطۀ هر برای مͬ�کنیم. تعریف صورت

است. C دایرۀ با ،D بر P از شده

دهید نشان باشند. آن با هم�محور و C درون جهت�دار دایرۀ دو C۲ و C۱ کنید فرض الف)
. fC۱ ◦ fC۲ = fC۲ ◦ fC۱ یعنͬ مͬ�شوند، جابجا هم با fC۲ و fC۱ توابع

C۱ ،C با هم�محور و C درون C۳ جهت�دار دایرۀ قبل، قسمت فرضیات با دهید نشان ب)
. fC۱ ◦ fC۲ = fC۳ که دارد وجود C۳ و

P نقطۀ ͷی برای و باشند C با هم�محور و جهت�دار دوایری C۱, . . . ,Cn کنید فرض ج)
نیز C روی Q دیͽر نقطۀ هر برای دهید نشان . fC۱ ◦ · · · ◦ fCn (P ) = P ،C روی

. fC۱ ◦ · · · ◦ fCn (Q) =Q

نه که (دایره�ای متباین یا و درون شرط درون، شرط جای به قبل قسمت�های در اگر د)
متناظر درست گزاره�های مͬ�افتد؟ اتفاقͬ چه دهیم قرار آن) درون C نه و باشد C درون

کنید. اثبات و بزنید حدس حالت این در را

پونسله: از دیͽر قضیۀ دو .۶
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(هذلولͬ�گون) چپ سمت شͺل بالای از نمای راست سمت شͺل فضا!: در پونسله قضیۀ :١١ شͺل
است.

را محیط بیشترین ،C بیضͬ در محاط محدب n-ضلعͬ�های میان در P کنید فرض الف)
هستند. مماس C با هم�کانون بیضͬ ͷی بر P اضلاع دراین�صورت باشد. داشته

را محیط کمترین ،C بیضͬ بر محیط محدب n-ضلعͬ�های میان در Q کنید فرض ب)
دارند. قرار C با هم�کانون بیضͬ ͷی روی Q رئوس دراین�صورت باشد. داشته
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