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شريف صنعتی دانش گاه

!۲ شگفت انگيز اتحادهای

در کرديم. منتشر شگفت انگيز» «اتحادهای عنوان با را فوخس ديميتری از مقـاله ای ترجمه ٔ پرگار، مجله ٔ قبلی شماره ٔ در
بود: شده تعريف زير صورت به اويلر» «تابع نام با نامتناهی سری يک مقـاله، آن ابتدای

ϕ(x) = (۱ − x)(۱ − x۲)(۱ − x۳) · · · .

بود: شده محاسبه نيز تابع اين بسط ابتدايی جملات همچنين

ϕ(x) = ۱ − x− x۲ + x۵ + x۷ − x۱۲ − x۱۵ + x۲۲ + x۲۶ − x۳۵ − x۴۰

+x۵۱ + x۵۷ − x۷۰ − x۷۷ + x۹۲ + x۱۰۰ + · · · .

هم ناصفر ضرايب همه ٔ و است ناصفر ۰, ۱, ۲, ۵, ۷, ۱۲, . . . توان های برای فقط اويلر تابع ضرايب که می داد نشان بسط اين
،ϕ تابع در شده ظاهر توان های بررسی با اويلر ديديم، فوخس مقـاله ٔ در که همان طور هستند. يک منفی يا و مثبت برابر
دو صورت به اول، ضريب از بعد هم ضرايب و هستند (تعميم يافته)» «مخمسی اعداد همان دقيقـاً توان ها اين که زد حدس

کند: ثابت را اتحاد اين توانست نهايتاً او می شوند. ظاهر ... و منفی تا دو مثبت، تا دو منفی، تا

ϕ(x) = ۱ +

∞∑
n=۱

(−۱)n
(
x

۳n۲−n
۲ + x

۳n۲+n
۲
)
.

زير نامتناهی سری برای اينکه آن و داشت ترکيبياتی جالب کاربرد يک اتحاد اين

π(x) =
∞∑
n=۰

p(n)xn

داشتيم: ( p(۰) = ۱ و n عدد افرازهای تعداد p(n) )

π(x)ϕ(x) = ۱.
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می آمد دست به افراز تابع برای زير بازگشتی رابطه ٔ طرف، دو ضرايب دادن قرار برابر و اويلر اتحاد به توجه با نتيجه در
:(n ≥ ۱)

p(n) = p(n− ۱) + p(n− ۲)− p(n− ۵)− p(n− ۷) + p(n− ۱۲) + p(n− ۱۵)− · · · .

k اضلاع از يک هر روی که بگيريد، نظر در زير شکل های مانند هم درون منتظم پنج ضلعی تعدادی از ساختاری
عدد پنج ضلعی، n− ۱ شامل ساختار در نقـاط تعداد به است. شده زده علامت نقطه k + ۱ درونی، پنج ضلعی امين

می شوند. داده (n ≥ ۱) ۳n۲−n
۲ صريح فرم با اعداد اين می گويند. ام n مخمسی

تعميم يافته» مخمسی «اعداد معمولاً دست آمده به اعداد به دهيم، اجازه را n صحيح اعداد همه ٔ تعريف اين در اگر
اعداد اصطلاح از هم اعداد اين برای راحتی، برای مقـاله اين در ما اما (۰, ۱, ۲, ۵, ۷, ۱۲, ۱۵, ۲۲, ۲۶, . . . (مثل: می گويند.

می کنيم. استفـاده مخمسی

مخمسی اعداد

مقسوم عليه ها جمع تابع می گويد که کردم برخورد اويلر از ديگری جالب بسيار قضيه ٔ به فوخس، مقـاله ٔ ترجمه ٔ از بعد مدتی
می کند: صدق افراز تابع برای بالا رابطه ٔ مشابه کاملاً بازگشتی رابطه ٔ يک در هم (σ)

σ(n) = σ(n− ۱) + σ(n− ۲)− σ(n− ۵)− σ(n− ۷) + σ(n− ۱۲) + σ(n− ۱۵)− · · · .

عبارت در اگر و می گيريم صفر برابر منفی اعداد در را σ مقـادير اينجا در اينکه آن و دارد وجود کوچک تفـاوت يک (البته
است. نامتناهی سری های در اتحاد يک با معادل هم بازگشتی رابطه ٔ اين می گيريم.) n با برابر را آن شود ظاهر σ(۰) بالا
خلاصه ای تا شد باعث همين و ([۱] (مرجع کنم پيدا اتحاد اين مقدماتی اثبات برای خوب مرجع يک توانستم خوشبختانه
از فصل يک شوم، يادآور که است خوب ضمناً کنم. تقديم پرگار مجله ٔ خوانندگان به ديگر مقـاله ای در را گرفتم ياد آنچه از
که اتحادهايی از بعضی برای آن در و است فوخس ديميتری قبلی مقـاله ٔ از کاملتر نسخه ای که است مقـاله ای ،[۲] مرجع
اين مطالعه ٔ است. شده اضافه تمرين تعدادی همچنين و شده ارائه مقدماتی اثبات های بودند، اثبات بدون قبل مقـاله ٔ در

می کنم. پيشنهاد علاقه مند خوانندگان به هم را مقـاله



۱۶

۱۳۹۴ بهار هشتم، شمارهٔ پرگار،

!۲ شگفت انگيز اتحادهای

مقسوم عليه ها مجموع تابع
از استفـاده با می دهند. نشان σ(n) با معمولاً را n طبيعی عدد مثبت مقسوم عليه های جمع آمد، مقدمه در که همان طور

:n و m اول هم به نسبت عدد دو هر برای که داد نشان می توان نظريه اعداد مقدماتی قضايای

σ(mn) = σ(m)σ(n).

تعيين يکتا صورت به اول اعداد توان های در مقـاديرش با ضربی تابع يک می گويند. σ تابع بودن «ضربی» خاصيت، اين به
: p اول عدد هر برای که ديد سادگی به می توان هم σ تابع مورد در می شود.

σ(pk) = ۱ + p+ · · ·+ pk =
pk+۱ − ۱
p− ۱ .

داريم: است، متمايز) و اول ها pi) pα۱
۱ · · · pαk

k صورت به اول عوامل به آن تجزيه ٔ که n طبيعی عدد يک برای نتيجه در

σ(n) =
pα۱+۱

۱ − ۱
p۱ − ۱ · p

α۲+۱
۲ − ۱
p۲ − ۱ · · ·

pαk+۱
k − ۱
pk − ۱ .

دنباله ٔ به کردن نگاه باشد. اول n اگر فقط و اگر σ(n) = n + ۱ مثلاً دارد، n تجزيه ٔ با نزديکی رابطه ٔ σ(n) مقدار بنابراين
می دهد: نشان را آن پيچيدگی حدودی تا طبيعی، اعداد در هم σ مقـادير

۱, ۳, ۴, ۷, ۶, ۱۲, ۸, ۱۵, ۱۳, ۱۸, ۱۲, ۲۸, ۱۴, ۲۴, ۲۴, ۳۱, ۱۸, ۳۹, ۲۰, ۴۲, ۳۲, ۳۶, . . .

اعداد در مقـاديرش تفريق و جمع حسب بر (يعنی جمعی بازگشتی رابطه ٔ يک وسيله ٔ به را σ تابع مقـادير می توان آيا اما
اويلر لئونارد هجدهم، قرن معروف رياضيدان توجه قـابل کشفيات از يکی سؤال اين مثبت جواب آورد؟ دست به کوچکتر)

می گويد: است، نوشته رابطه اين در که مقـاله ای در او خود است.

۱, ۳, ۴, ۷, ۶, . . . دنباله ٔ جملات پيشرفت که مشخصی قـانون کردن پيدا که می آيد نظرم به علت، همين «به
ترقی نبايد را است، محاسبه قـابل پيشين جملات وسيله ٔ به دنباله از جمله هر آن وسيله ٔ به و می دهد نشان را
دنباله اين که می دهد نشان و است شگفت انگيز بسيار يافتم، من آنچه زيرا آورد؛ شمار به اعداد علم برای کمی
است صورتی به آنها طبيعت و می شوند ناميده بازگشتی معمولاً که است متعلق دنباله ها از مشخصی گونه ٔ به
که دنباله اين که می کرد باور کسی چه و می شود. تعيين مشخصی قـاعده ٔ با قبلی جملات توسط جمله هر که
از دسته اين در وجود اين با ندارد، بازگشتی دنباله های با مشترکی وجه هيچ ظاهر در و است آشفته بسيار

۱ باشد؟» ممکن آن برای بازگشتی رابطه ای يافتن و گيرد قرار دنباله ها

می گيريم: نظر در را σ مولد» «تابع بازگشتی، رابطه ٔ اين آوردن دست به برای

S(x) =
∞∑
n=۱

σ(n)xn.

۷ پاراگراف [۳]۱
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که: ببينيم می توانيم است، شده تشکيل مقسوم عليه ها جمع از σ اينکه به توجه با راحتی به

S(x) =

∞∑
d=۱

d(xd + x۲d + x۳d + · · · )

=

∞∑
d=۱

dxd

۱ − xd
.

اثبات اصلی ايده ٔ واقع در ساده نکته ٔ اين و آورد دست به مخرج مشتق از تغيير اندکی با می توان را dxd

۱−xd عبارت صورت
است. اويلر

S(x) = −x

∞∑
d=۱

−dxd−۱

۱ − xd

= −x

∞∑
d=۱

(۱ − xd)′

۱ − xd

داريم: g و f ناصفر و مشتق پذير تابع دو هر برای .۱ لم

(fg)′

fg
=

f ′

f
+

g′

g
.

اثبات.
(fg)′

fg
=

f ′g + g′f

fg
=

f ′

f
+

g′

g
.

است.) (log(f))′ = f ′

f رابطه ٔ از استفـاده هم ديگر روش (يک

داد: گسترش توابع از دلخواهی تعداد به راحتی به می توان را بالا لم استقرا، کمک با

(f۱f۲ · · · fn)′

f۱f۲ · · · fn
=

f ′
۱
f۱

+ · · ·+ f ′
n

fn
.

است. برقرار هم صوری توانی سری های برای رابطه اين و
کنيم: استفـاده زير نمادگذاری از قبل مقـاله ٔ همانند اگر حال

ϕn(x) = (۱ − x)(۱ − x۲) · · · (۱ − xn),

داشت: خواهيم n هر برای لم از استفـاده با

n∑
d=۱

d(xd + x۲d + · · · ) = −x
n∑

d=۱

(۱ − xd)′

۱ − xd
= −x

ϕ′
n(x)

ϕ(x)
.

به nهای برای (يعنی بعد به جايی از تساوی طرف دو در xm ضريب ،xm مانند x از ثابت توان هر برای که کنيد توجه حال
زحمت کمی با هم راست طرف برای است. σ(m) برابر وضوح به چپ طرف برای مقدار اين است. ثابت بزرگ) کافی اندازه ٔ
شما توانايی زدن محک برای خوبی تمرين ادعا، اين (اثبات است. −xϕ′(x)

ϕ(x) در xm ضريب برابر ضريب اين که ديد می توان
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می رسيم: زير اتحاد به نهايتاً بنابراين است!) نامتناهی سری های با کردن کار در

S(x) = −x
ϕ′(x)

ϕ(x)
,

نتيجه: در و

S(x)ϕ(x) = −xϕ′(x). (۱)

داريم: اويلر اتحاد بنابر
ϕ(x) = ۱ +

∞∑
n=۱

(−۱)n
(
x

۳n۲−n
۲ + x

۳n۲+n
۲
)
.

می آيد: دست به طرفين از مشتق گيری با پس

−xϕ′(x) =
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱
(۳n۲ − n

۲ x
۳n۲−n

۲ +
۳n۲ + n

۲ x
۳n۲+n

۲

)
= x+ ۲x۲ − ۵x۵ − ۷x۷ + ۱۲x۱۲ + ۱۵x۱۵ − · · · .

يا مثبت برابر حالت ها اين در و باشد مخمسی و مثبت k که است ناصفر صورتی در تنها −xϕ′(x) در xk ضريب (يعنی
( است. k منفی

داريم: n ≥ ۱ هر برای ،۱ اتحاد در xn ضريب محاسبه ٔ با نتيجه در

σ(n)− σ(n− ۱)− σ(n− ۲) + σ(n− ۵) + σ(n− ۷)− · · · =

 (−۱)k+۱n, n = ۳k۲±k
۲

۰ اين صورت غير در

است هوشمندانه ای صورت بالا، بازگشتی رابطه ٔ بيان برای ديگر جالب روش يک گرفته ايم.) نظر در صفر را σ(۰) اينجا (در
قرارداد اين با می گيريم. نظر در n برابر شود، ظاهر بالا رابطه ٔ در اگر را σ(۰) مقدار که صورت اين به شد، ذکر مقدمه در که

بنويسيم: راحت خيلی می توانيم

σ(n) = σ(n− ۱) + σ(n− ۲)− σ(n− ۵)− σ(n− ۷) + · · · .

کوچک ها بی نهايت آناليز بين شگفت آوری و نزديک رابطه ٔ چه که ديد می توان دست آمده]، به [نتايج اين «از
آن با زيادی فـاصله ٔ نظر به (که اعداد نظريه ٔ با بلکه معمولی، آناليز با تنها نه انتگرال] و مشتق تئوری [يعنی

۲ دارد.» وجود دارد) پيشرفته حسابان نوع

مسأله چند
به که آورد دست به افراز تابع و مقسوم عليه ها جمع تابع بين ديگری روابط می توان مشابه، کاملاً ايده هايی از استفـاده با
و مقـاله اين در که مطالبی از استفـاده با قسمت ها اين از يک هر اثبات است. آمده زير در چندقسمتی مسأله ٔ يک صورت

۳ صفحه ٔ [۳]۲
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بگيريد!) نظر در صفر با برابر را σ(۰) اينجا (در است. سرراست و ساده بسيار خوانديد، قبل مقـاله ٔ

آنگاه ،f(x)g(x) = ۱ اگر دهيد نشان الف)
f ′

f
+

g′

g
= ۰.

دهيد: نشان ب)
S(x) = −xϕ′(x)π(x),

و
S(x) = x

π′(x)

π(x)
.

،n ≥ ۱ هر برای دهيد نشان ج)

σ(n) = p(n− ۱) + ۲p(n− ۲)− ۵p(n− ۵)− ۷p(n− ۷) + ۱۲p(n− ۱۲) + · · · ,

و
np(n) = σ(n) + σ(n− ۱)p(۱) + σ(n− ۲)p(۲) + σ(n− ۳)p(۳) + · · · .

و افراز تابع دو رفتار مورد در نتايجی ديد، مقـاله اين در که بازگشتی ای روابط از استفـاده با می توانيد آيا ديگر: مسأله ٔ يک و
آوريد؟ دست به بزرگی) مرتبه ٔ و رشد يا و خاص عدد يک بر باقيمانده مانند حسابی خواص قبيل (از مقسوم عليه ها جمع
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