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شگفت�انگيز! اتحادهای

اين که جاذبه�ای تنها بار؟ هزار ده�ها حتی يا بار؟ هزار شده�ايد؟ چندجمله�ای�ها کردن ضرب به مجبور بار چند حال به تا
مثال�های زيبايی به نتيجه مشابه، جملات ضرايب جمع و پرانتزها حذف از بعد که است اين باشد داشته است ممکن کار

باشد: زير معروف

(a+ b)(a− b) = a۲ − b۲,

(۱− a)(۱+ a+ · · ·+ an) = ۱− an+۱.

اين هستند. برخوردار عميق�تری مفهوم از و بديهی�اند کم�تر البته که می�کنيم بررسی را مشابهی اتحادهای مقـاله اين در ما
که است اين عزيز خواننده�ٔ شما به من پيشنهاد هستند. جهان رياضی�دانان بهترين تلاش سال ۲۰۰ از بيش نتيجه�ٔ اتحادها
درک بهتر را مقـاله مطالب اينکه بر علاوه صورت اين در کنيد. تکرار را محاسبات خودتان و گيريد دست به کاغذ و قـلم

داشت. خواهد همراه به را شما تحسين شده، ارائه نتايج بودن نابديهی کرد، خواهيد

اويلر اتحاد ۱.۱
چندجمله�ای ضرايب مطالعه�ٔ به اويلر۱ لئونارد - زودتر کمی يا ۱۷۴۸ سال - هجدهم قرن ميانه�ٔ در

ϕn(x) = (۱− x)(۱− x۲)(۱− x۳) · · · (۱− xn).

رسيد. عجيبی نتيجه�ٔ به و داد بسط را ϕn(x) او شد. علاقه�مند

است: کوانت روسی مجله�ٔ مقـالات از يکی انگليسی برگردان ترجمه�ٔ مقـاله اين
D. B. Fuchs, On the Removal of Parentheses, on Euler, Gauss, and MacDonald, and on Missed Opportunities, in

Kvant Selecta, Algebra and Analysis II, AMS (1999)
.

۱Leonhard Euler
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دهيم: انجام خودمان را محاسبات اين بياييد

ϕ۱(x) = ۱− x,

ϕ۲(x) = ۱− x− x۲ + x۳,

ϕ۳(x) = ۱− x− x۲ +x۴ +x۵ − x۶,

ϕ۴(x) = ۱− x− x۲ +۲x۵ −x۸ −x۹ +x۱۰,

ϕ۵(x) = ۱− x− x۲ +x۵ + x۶ +x۷ −x۸ −x۹ −x۱۰ · · · ,

ϕ۶(x) = ۱− x− x۲ +x۵ +۲x۷ −x۹ −x۱۰ · · · ,

ϕ۷(x) = ۱− x− x۲ +x۵ +x۷ +x۸ −x۱۰ · · · ,

ϕ۸(x) = ۱− x− x۲ +x۵ +x۷ +x۹ · · · ,

ϕ۹(x) = ۱− x− x۲ +x۵ +x۷ +x۱۰ · · · ,

ϕ۱۰(x) = ۱− x− x۲ +x۵ · · · .

اجازه�ٔ ما به صفحه، اندازه�ٔ هستند. ۱۰ از بيش�تر نمای با xتوان�های شامل که می�شوند مربوط جملاتی به بالا سه�نقطه�های
است. ۵۵ برابر ϕ۱۰(x) درجه�ٔ مثال عنوان به چون نمی�دهد، را چندجمله�ای�ها اين کامل بسط نوشتن

هر برای يعنی می�شوند. تثبيت ϕn(x) ضرايب ،n افزايش با کنيم: شروع مهمی حال عين در و ساده� مشاهده�ٔ از بياييد
ϕn(x) چندجمله�ای است: ساده مطلب اين توضيح نمی�کند. تغيير ،n از مشخصی مقدار از بعد ϕn(x) در xk ضريب k

ندارد. xn−۱ ، . . . ،x ،۱ ضرايب روی اثری ،ϕn(x) به ϕn−۱(x) تبديل نتيجه در است، ۱ − xn و ϕn−۱(x) حاصل�ضرب
ϕ۱۱(x) در است، شده محاسبه بالا در که ϕ۱۰(x) از قسمتی مثلاً نيست. وابسته n به ϕn(x) در xk ضريب n > k برای پس

نمی�کند. تغيير ϕ۱۲(x) و
نامتناهی حاصل�ضرب به می�توانيم ما که است اين مشاهده اين حاصل

ϕ(x) = (۱− x)(۱− x۲)(۱− x۳)(۱− x۴) · · · ,

به صوری عبارت يک يعنی است؛ توانی سری يک بلکه نيست، چندجمله�ای يک ديگر حاصل��ضرب اين البته بدهيم. معنی
شکل

a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + a۳x

۳ + a۴x
۴ + · · ·

از بعد جملات، ضرايب که هستند مقـاديری اعداد اين ما مسأله�ٔ در هستند. حقيقی عددهای . . . ،a۴ ،a۳ ،a۲ ،a۱ ،a۰ که
که: می�دهد نشان ما محاسبات پس می�رسند. آن�ها به شدن تثبيت

a۰ = a۵ = a۷ = ۱,

a۱ = a۲ = −۱,

a۳ = a۴ = a۶ = a۸ = a۹ = ۰ .

برای چون نيست، بی�پايه اينجا در تابع کلمه�ٔ از ما استفـاده�ٔ است. شده شناخته اويلر تابع نام با ϕ(x) نامتناهی حاصل�ضرب
می�آيد. دست به هندسی، سری يک محاسبه�ٔ شبيه خيلی که دارد مقداری ϕ(x) ، −۱ < x < ۱ مقـادير

بسط در مثلاً می�کنند. حذف را يک�ديگر جملات از بسياری ضرب، در پرانتزها حذف از بعد اساسی: مشاهده�ٔ يک حالا



..

۳

.

۱۳۹۳ بهار چهارم، شماره�ٔ پرگار،

..
شگفت�انگيز! اتحادهای

از بعد است. ۱۰ و ۹ ،۸ آن�ها تای ۲۴ در و ۱۰ مساوی يا کم�تر جملات، از تا ۴۳ در x توان ،(۱− x)(۱− x۲) · · · (۱− x۱۰)

از است، ۱۰ و ۹ ،۸ آن�ها در x توان که جملاتی همه�ٔ و می�ماند باقی جمله ۴۳ اين از تا ۵ فقط مشابه، جملات جمع�آوری
اکثريت (که آن�ها باقی و −۱ برابر تا دو برابر۱، تا سه فقط a۰, a۱, a۲, . . . , a۱۰ ميان در که ديديم اين بر علاوه می�روند. بين
۰ را آن�ها بيش�تر و هستند −۱ يا ۱ ،۰ برابر ak ضرايب همه�ٔ می�رسيم: حدس اين به پس اند. ۰ برابر می�دهند) تشکيل را
دقيق�تر را آن اما نمی�کند، ثابت را حدس دهيد) انجام را آن هم شما است ممکن (که بيش�تر محاسبات می�دهد. تشکيل

آورده�ايم: دارد، را x از ۱۰۰ مساوی يا کم�تر توان�های که ϕ(x) سری از قسمتی مثال برای اينجا کرد. خواهد

ϕ(x) = ۱− x− x۲ + x۵ + x۷ − x۱۲ − x۱۵ + x۲۲ + x۲۶ − x۳۵ − x۴۰

+x۵۱ + x۵۷ − x۷۰ − x۷۷ + x۹۲ + x۱۰۰ + · · · .

تعداد اين حداقـل است، داشته طولانی محاسبات در که فوق�العاده�ای مهارت وجود با اويلر که کرد تصور می�توان راحتی به
ضرايب اين و هستند −۱ و ۱ ناصفر ضرايب همه�ٔ که است کرده ملاحظه حتماً و باشد آورده دست به را ϕ(x) جملات از
دادن قرار احتمالاً می�آيند. . . . مثبت، دو منفی، دو مثبت، دو دقيق ترتيب با بلکه نمی�شوند، ظاهر بی�قـاعده صورت به
را علامت�ها قرارگيری قـانون حدس امکان او به پايين، جدول مانند جدولی در می�شوند ظاهر بسط در که x از نماهايی

است. داده

۱۰۰ ،۹۲ ۷۷ ،۷۰ ۵۷ ،۵۱ ۴۰ ،۳۵ ۲۶ ،۲۲ ۱۵ ،۱۲ ۷ ،۵ ۲ ،۱ نماها
۱ −۱ ۱ −۱ ۱ −۱ ۱ −۱ ضرايب

به باشد، برقرار n هر برای قـانون اين اگر دارد. قرار (−۱)n پايين سطر در و ۳n۲±n
۲ ام، n ستون بالايی سطر در واقع در

می�رسيم: زير اتحاد

(۱− x)(۱− x۲)(۱− x۳) · · ·

= ۱− x− x۲ + x۵ + x۷ − · · ·+ (−۱)nx ۳n۲−n
۲ + (−۱)nx ۳n۲+n

۲ + · · · ,

می�شود: اينطور شده، خلاصه�تر صورت در که

∞∏
n=۱

(۱− xn) = ۱+
∞∑
n=۱

(−۱)n
(
x

۳n۲−n
۲ + x

۳n۲+n
۲

)
.

دست به اتحاد اين برای متعددی اثبات�های اويلر، از بعد نسل�های رياضی�دانان است. معروف اويلر اتحاد به اتحاد اين
اويلر اتحاد کنيد. عبور آن از مطالعه اول بار در می�توانيد که است، شده آورده ۳ قسمت در اثبات�ها اين از يکی آورده�اند.

می�شود. يافت ترکيبيات درسی کتاب هر در که دارد مهمی کاربرد
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افرازها تعداد و اويلر اتحاد ۲.۱
نمايشمی�دهيم. p(n) با را طبيعی عدد تعدادی جمع صورت به nنمايش راه�های تعداد بگيريد. نظر در طبيعی عددی را n
را دارند تفـاوت يک�ديگر با جملات ترتيب در فقط که نمايش دو و است قبول قـابل تکراری جملات نمايش، از نحوه اين در

داريم: پس می�گيريم. يکی

p(۱) = ۱;

p(۲) = ۲ (۲ = ۲; ۲ = ۱+ ۱);

p(۳) = ۳ (۳ = ۳; ۳ = ۲+ ۱; ۳ = ۱+ ۱+ ۱);

p(۴) = ۵ (۴ = ۴; ۳+ ۱; ۴ = ۲+ ۲; ۴ = ۲+ ۱+ ۱; ۴ = ۱+ ۱+ ۱+ ۱);

p(۵) = ۷ (۵ = ۵; ۵ = ۴+ ۱; ۵ = ۳+ ۲; ۵ = ۳+ ۱+ ۱; ۵ = ۲+ ۲+ ۱;

۵ = ۲+ ۱+ ۱+ ۱; ۵ = ۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱).

چگونه؟ اما است. سودمند آن�ها محاسبه�ٔ توانايی می�شود، ظاهر زيادی رياضی فرمول�های در p(n) مقـادير که آن�جايی از
برای اما کنيد. حساب دستی صورت به را p(۱۰) = ۴۲ مقدار بتوانيد خوش�شانسی کمی و زياد کار با است ممکن شما
ساده تمرينی به تبديل اويلر اتحاد کمک با ولی است، غيرممکن تقريبا مستقيم صورت به p(۵۰) محاسبه�ٔ چطور؟ p(۵۰)

می�شود.
دهيد قرار داريم. احتياج نظريه�پردازی کمی به ترفند، اين توضيح برای

π(x) = ۱+ p(۱)x+ p(۲)x۲ + p(۳)x۳ + · · · = ۱+ x+ ۲x۲ + ۳x۳ + ۵x۴ + ۷x۵ + · · · .

هستيم. علاقه�مند آن توانی سری به فقط ما ،ϕ(x) همانند اما است. تابع يک −۱ < x < ۱ مقـادير برای هم π(x)

يک�ديگرند: وارون π(x) و ϕ(x) سری دو .۱ قضيه

ϕ(x).π(x) = ۱.

می�شود: تعريف زير صورت به ، b۰ + b۱x+ b۲x۲ + · · · و a۰ + a۱x+ a۲x۲ + · · · توانی سری دو ضرب

(a۰ + a۱x+ a۲x
۲+ · · · )(b۰ + b۱x+ b۲x

۲ + · · · )

= a۰b۰ + a۰b۱x+ a۰b۲x
۲ + · · ·+ a۱b۰x+ a۱b۱x

۲ + a۱b۲x
۳ + · · ·

+ a۲b۰x
۲ + a۲b۱x

۳ + a۲b۲x
۴ + · · ·

= a۰b۰ + (a۰b۱ + a۱b۰)x+ (a۰b۲ + a۱b۱ + a۲b۰)x
۲ + · · · .

علی�الخصوص است. برابر ۱ ثابت سری با ϕ(x) و π(x) ضرب از حاصل توانی سری که می�کند بيان بالا قضيه�ٔ صورت پس
هستند. ۰ برابر حاصل�ضرب در . . . ، x۲ ، x ضرايب
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اثبات.

۱
ϕ(x)

=
۱

۱− x
· ۱
۱− x۲ · ۱

۱− x۳ · · · · · ۱
۱− xk

· · · ·

= (۱+ x+ x۲ + x۳ + · · · )(۱+ x۲ + x۴ + x۶ + · · · )

· · · (۱+ xk + x۲k + x۳k + · · · ) · · · .

صورت به تک�جمله�ای�های همه�ٔ جمع، آخرين بازشده�ٔ صورت

xa۱x۲a۲ · · ·xkak

صورت به n نمايش متفـاوت راه�های تعداد به جمع در xn ،n هر برای هستند. نامنفی صحيح اعداد ها ai که است

n = a۱ + ۲a۲ + · · ·+ kak

فرم به معادلاً يا و
۱+ · · ·+ ۱︸ ︷︷ ︸

a۱

+ ۲+ · · ·+ ۲︸ ︷︷ ︸
a۲

+ · · ·+ k + · · ·+ k︸ ︷︷ ︸
ak

در xn ضريب است، p(n) برابر a۱ + ۲a۲ + · · · + kak صورت به n نمايش راه�های تعداد که آن�جايی از می�شود. ظاهر
می�شود. کامل اثبات و ۱

ϕ(x) = π(x) است؛ p(n) برابر بررسی مورد حاصل�ضرب
بنويسيد: و دهيد قرار ۱ برابر راحتی برای را p(۰)

(۱− x− x۲ + x۵ + x۷ + · · · )(p(۰) + p(۱)x+ p(۲)x۲ + · · · ) = ۱.

ضرايب و داده بسط را سمتچپ حاصل�ضرب حال می�شوند. تعيين اويلر قـانون وسيله�ٔ به سمتچپ، در اول پرانتز ضرايب
می�رسيم: زير روابط به دهيد. قرار صفر مساوی را . . . ، x۲ ، x

p(۱)− p(۰) = ۰;

p(۲)− p(۱)− p(۰) = ۰;

p(۳)− p(۲)− p(۱) = ۰;
...

p(n)− p(n− ۱)− p(n− ۲) + p(n− ۵) + p(n− ۷) + · · · = ۰ .

داريم: پس می�کند. پيدا ادامه باشد، نامنفی p آرگومان که جايی تا چپ سمت جمع

p(n) = p(n− ۱) + p(n− ۲)− p(n− ۵)− p(n− ۷) + · · · .

دو است: صورت اين به محاسبه روش است. p(n) مقـادير از طولانی ليست�های توليد عملی روش يک اساس فرمول اين
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۱ شکل

خط�کش از استفـاده با و دهيد قرار خود مقـابل ميز، روی هم کنار در را آن�ها و بسازيد باريک و طولانی هم�اندازه�ٔ کاغذ نوار
سپس بکشيد. ستاره علامت يک راست سمت نوار پايينی سطر روی کنيد. تقسيم اينچ نيم ارتفـاع به سطرهايی به را دو آن
روی منفی يک دهيد، قرار دوم و اول سطر روی مثبت علامت يک بالا، به پايين از سطرها شمارش با راست سمت نوار روی
به چپ نوار روی حال نوار. سطر بالاترين تا ترتيب همين به و پانزدهم و دوازدهم سطر روی مثبت يک هفتم، و پنجم سطر
به برای . ۱, ۱, ۲, ۳, ۵, ۷, . . . کنيد: وارد p(۰) از شروع با را می�دانيد که p(n) از مقـاديری سطرها روی پايين به بالا از ترتيب
که - آن پايين سطر تا دهيد حرکت بالا سمت به ميز روی را راست سمت نوار ها، p(n) از بعدی مقدار اولين آوردن دست
مثبت علامت مجاور که را چپ سمت نوار مقـادير همه�ٔ شود. چپ سمت نوار از خالی سطر اولين با مجاور - است ستاره�دار
وارد ستاره مجاور سطر در را نتيجه کنيد. کم آن از را هستند منفی علامت مجاور که آن�هايی همه�ٔ و بزنيد جمع هستند،
کنيد. تکرار را محاسبه همين و بکشيد پايين سطر يک را راست سمت نوار حالا است. p(n) خواسته�شده�ٔ مقدار اين کنيد.
من می�شود. پر p(n) متوالی مقـادير با کاملا چپ سمت نوار دقيقه چند از پس دهيد، ادامه ترتيب همين به را کار اين اگر
از تعدادی کشيد.۲ طول دقيقه ۱۷ من برای کار اين کردم. پيدا n ≤ ۵۰ برای را p(n) اعداد همه�ٔ روش، اين از استفـاده با

مثال، عنوان به است. شده داده نشان ۱ شکل در محاسبه روند اين اوليه�ٔ مراحل

p(۵۰) = ۲۰۴۲۲۶.

باشد. زمان�بر می�توانست حد چه تا اويلر ترفند از استفـاده بدون سرراست، محاسبه�ٔ که کرد تصور می�توان راحتی به

همراهی با که من دوستان از تن دو تواناست. اويلر همانند عددی محاسبات در مقـاله نويسنده�ٔ که می�دهد نشان اين انگليسی. مترجم ۲يادداشت
کردند. صرف وقت ساعت ۱ آن برای دادند، انجام را کار اين يک�ديگر
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اويلر اتحاد اثبات ۳.۱
کنيم: حذف را حاصل�ضرب پرانتزهای بياييد

(۱− x)(۱− x۲)(۱− x۳)(۱− x۴) · · · .

از صعودی اکيداً دنباله�ٔ يک جمع صورت به nنمايش راه�های تعداد به ±xn آن در که بود خواهد نامتناهی يکسری نتيجه
های kبرای و مثبت زوج های kبرای xn علامت می�شود. ظاهر ، n۱ < n۲ < · · · < nk ، n = n۱+· · ·+nk طبيعی: اعداد
n = n۱+n۲+ · · ·+nk که می�بريم کار به (n۱, · · · , nk) دنباله�ٔ يک برای را افراز واژه�ٔ قسمت اين ادامه�ٔ در است. منفی فرد،

می�گوييم. افراز طول k به همچنين . n۱ < · · · < nk و
که باشد عددی بيش�ترين s کنيم فرض ،(n۱, · · · , nk) شده�ٔ داده افراز برای می�کنيم. تقسيم رده سه به را افرازها
مثلاً .s ≤ k وضوح به باشند. متوالی nk−s+۱, · · · , nk يعنی دنباله عضو s آخرين ديگر عبارت به .nk − nk−s+۱ = s− ۱
s ،۳۳ = ۴+ ۵+ ۷+ ۸+ ۹ افراز برای و ۲ با برابر s ،۱۲ = ۱+ ۵+ ۶ افراز برای ،۱ با برابر s ،۱۲ = ۲+ ۴+ ۶ افراز برای

است: زير صورت به (n۱, · · · , nk) افرازهای برای ما رده�بندی است. ۳ با برابر

؛ n۱ = s = k که حالتی در مگر n۱ ≤ s اگر : يک رده�ٔ
؛ s = k و n۱ = s+ ۱ که حالتی در مگر n۱ > s اگر : دو رده�ٔ
. n۱ = s يا s+ ۱ و s = k يعنی باقی�مانده، حالت دو سه: رده�ٔ

می�کنيم: متناظر را زير افراز يک، رده�ٔ از (n۱, · · · , nk) افراز هر به

،(n۲, · · · , nk−n۱ , nk−n۱+۱ + ۱, · · · , nk + ۱) ، k − n۱ ≥ ۲ اگر
.(n۲ + ۱, · · · , nk + ۱) ، k − n۱ = ۱ اگر

دو رده�ٔ افرازهای به يک رده�ٔ افرازهای همه�ٔ از نگاشت يک نتيجه در کنيد!) (بررسی است. دوم رده�ٔ از افرازی دنباله اين
دوم رده�ٔ از افرازی (n۱, · · · , nk) اگر می�کند. برقرار رده دو افرازهای بين يک�به�يک تناظر يک واقع در نگاشت اين داريم.

می�شود: داده زير صورت به اول رده�ٔ از متناظر افراز باشد،

،(s, n۱, · · · , nk−s, nk−s+۱ − ۱, · · · , nk − ۱) ، k − s ≥ ۱ اگر
.(s, n۱ − ۱, · · · , ns − ۱) ، k − s = ۰ اگر

۱ با برابر می�گيرند قرار تناظر در صورت اين به که افرازهايی طول اختلاف که آن�جايی از است. شده تعريف بالا مانند s که
سوم رده�ٔ افرازهای با متناظر جملات شامل فقط کلی مجموع پس می�شوند. حذف يک�ديگر با ±xn متناظر جملات است،

شکل به افرازهای تعريف بنابر که است،

(k, k + ۱, · · · , ۲k − ۱), (k + ۱, k + ۲, · · · , ۲k),

داريم: اولی برای هستند.
n = k + (k + ۱) + · · ·+ (۲k − ۱) = ۳k۲ − k

۲ ;

دومی: برای و
n = (k + ۱) + (k + ۲) + · · ·+ ۲k =

۳k۲ + k

۲ .
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می�شود. کامل اثبات پس . (−۱)kx ۳k۲+k
۲ يا و است (−۱)kx ۳k۲−k

۲ يا اويلر سری در متناظر جمله�ٔ صورت اين به

گاوس اتحاد ۴.۱
نمی�توانيم که دلايلی (به را بعدی گام گاوس۳، فردريش کارل نام به بزرگی رياضی�دان اويلر، کشف از بعد سال ۷۰ حدودا
به را اويلر تابع گاوس برداشت. شد، شناخته مدولار۴ فرم�های نظريه�ٔ با بعدها آنچه ساختن جهت در دهيم) شرح اين�جا

بود: جالب�تر بسيار اويلر اصلی سری از حتی که رسيد توانی�ای سری به و رساند ۳ توان

ϕ(x)۳ = (۱− x)۳(۱− x۲)۳(۱− x۳)۳ · · ·

= ۱− ۳x+ ۵x۳ − ۷x۶ + ۹x۱۰ − ۱۱x۱۵ + · · · .

عبارت به کند. حساب بالا) همانند ) n ≤ ۱۵ مقـادير برای را بالا عبارت از xn جملات ضرايب تا می�شود توصيه خواننده به
دقيق�تر:

∞∏
n=۱

(۱− xn)۳ = ۱+
∞∑
n=۱

(−۱)n(۲n+ ۱)x
n(n+۱)

۲ .

اويلر: تابع مربع که است عجيب خيلی جهت اين از گاوس اتحاد است. معروف گاوس اتحاد به اتحاد اين

ϕ(x)۲ = ۱− ۲x− x۲ + ۲x۳ + x۴ + ۲x۵ − ۲x۶ − ۲x۸ − ۲x۹ + x۱۰ + · · ·

نشان نظمی نوع هيچ ضرايب اين و می�شوند ظاهر . . . و ۴ ،۳ اعداد ضرايب بقيه�ٔ ميان در نمی�رسد. نظر به جالب اصلا
نمی�دهند.

ريمانی هندسه�ٔ مانند رياضی مختلف کاملا شاخه�های از که است متعددی اثبات�های گاوس، اتحاد بودن عميق ديگر جهت
اثبات اين اما کرد، ارائه می�توان اتحاد اين برای (۳ قسمت (مثل مقدماتی اثبات يک دارد. وجود آن برای همولوژی جبر تا
بتواند خوانندگان از يکی شايد نکرده�ايم. پيدا باشد، مناسب مجله اين در ارائه برای که اثباتی هيچ ما و دارد زيادی زحمت

کند! پيدا مناسب اثباتی

اويلر تابع توان�های ۵.۱
سری�های مورد در اما ندارد. ساده� فرمول ϕ(x)۲ ديديم همچنين کرديم، پيدا را ϕ(x)۳ و ϕ(x) سری�های ساده�ٔ صورت
دارد؟ وجود ϕ(x)n ضرايب برای ساده�ای فرمول�های n از مقـاديری چه برای بگوييم؟ می�توانيم چه . . . ، ϕ(x)۵ ، ϕ(x)۴
صفر زيادی تعداد وجود شده، داده n هر برای می�کنيم. ارائه غيردقيق محک يک نادقيق، پرسش اين به دادن جواب برای
تعداد (اگر است. ϕ(x)n سری برای گاوسی يا اويلری نوع از فرمول يک وجود نشان�دهنده�ٔ ϕ(x)n در xتوان�های ضرايب در
کورکينا آی. ای. ما درخواست به نيست.) پيش�بينی قـابل خاصی چيز هيچ نباشد، موجود صفری اصلا يا باشد کم صفرها
با آشنا افراد من است. کرده پيدا ϕ(x)۱۵ ،. . . ، ϕ(x) سری�های برای کامپيوتر از استفـاده با را x۵۰ ، . . . ، x۲ ، x ضرايب
احتياج هم آن�ها همگی به اينجا در (که کورکينا محاسبات اساس بر می�کنم. تشويق محاسبه اين تکرار برای را برنامه�نويسی

۳Carl Friedrich Gauss
۴Modular Forms
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می�دهد: نمايش ϕ(x)n در را x۵۰ ، . . . ، x۲ ، x ضرايب ميان در صفرها تعداد c(n) که می�رسيم زير جدول به نداريم)

n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰ ۱۱ ۱۲ ۱۳ ۱۴ ۱۵
c(n) ۴۰ ۱۷ ۴۱ ۱۰ ۰ ۱۵ ۰ ۱۹ ۰ ۱۰ ۰ ۰ ۰ ۱۳ ۰

می�دانستيم) که (همانطور است. زياد بسيار صفرها تعداد n = ۱, ۳ برای کرد: جمع�بندی می�توان صورت اين به را جدول
ندارد. وجود صفری هيچ n = ۵, ۷, ۹, ۱۱, ۱۲, ۱۳, ۱۵ برای و است زياد نسبتا تعداد اين n = ۲, ۴, ۶, ۸, ۱۴ برای

که هستند۵ تنک قدر آن ϕ(x)۳ و ϕ(x) سری�های که است اين دليلش نيست. عجيب n = ۲, ۴, ۶ برای صفرها زيادی
را نماها تمامی تا شوند نزديک يک�ديگر به قدر آن نمی�توانند ϕ(x)۳ϕ(x)۳ و ϕ(x)ϕ(x)۳ ،ϕ(x)ϕ(x) در موجود جملات
صورت به عدد دو حاصل�جمع صورت به نمی�توان را اعداد از ديگری زياد تعداد و ۱۱, ۱۸, ۲۱ اعداد مثلاً دهند. پوشش
در x۹, x۱۴, x۱۹ مضارب مشابه دليل به هستند. غايب ϕ(x)۲ در x۱۱, x۱۸, x۲۱ ثابت مضارب نتيجه در داد، نمايش ۳n۲±n

۲

نمی�شوند. ظاهر ϕ(x)۶ در x۵, x۸, x۱۴ مضارب و ϕ(x)۴
ϕ(x)۸, ϕ(x)۱۰, ϕ(x)۱۴ برای اتحادهايی واقع در نيست. توجيه قـابل راحتی به n = ۸, ۱۰, ۱۴ برای c(n) ناگهانی پرش�های
برای اتحادی (هم�چنين نيستند. آن�ها زيبايی به ولی دارند، شباهت گاوس و اويلر اتحادهای به چند هر که دارد وجود
۶را کلاين فـليکس به متعلق ، ϕ(x)۸ اتحاد مثال برای اينجا نمی�کند.) رخ�نمايی ما جدول در گرچه دارد، وجود ϕ(x)۱۵

آورده�ايم:
ϕ(x)۸ =

∑[۱
۳ +

۳
۲ (۳klm− kl − lm−mk)

]
x−(kl+lm+mk).

. k + l +m = ۱ که می�شود بسته صحيح اعداد از (k, l,m) سه�تايی�های همه�ٔ روی جمع
−(kl+lm+mk)صورت به نتوان را nصحيح عدد اگر که می�دهد نشان اما نيست، ساده هم خيلی اتحاد اين اينکه وجود (با
دل�خواه k, l برای k۲ + l۲ + kl − k − l صورت به معادلاً يا - هستند ۱ حاصل�جمع با و صحيح k, l,m که داد نمايش
هست ۳ برابر �۴ بر تقسيمشان باقيمانده�ٔ که صحيحی اعداد مثلاً نيست. xn از مضربی شامل ϕ(x)۸ سری اين�صورت در -

نمی�شوند.) ظاهر ϕ(x)۸ سری نماهای در اعداد اين نتيجه در .۱۳, ۱۸, ۲۸, ۲۹ همين�طور هستند، اين�گونه
ϕ(x)n ، n از ويژه�ای و خاص بسيار نماهای برای تنها طبيعی، اعداد همه�ٔ ميان در که است اين شد روشن حال به تا آنچه
رياضی�دان يک توسط کمابيش) هم (آن اخيراً تنها هم ”ويژه“ نماهای اين معمای است. ساده (کمابيش) فرم يک دارای
دايسون از مقـاله�ای در می�توان را مک�دونالد کشف اين از زيبايی بسيار شرح است. شده حل مک�دونالد۷ يان نام به انگليسی
شده چاپ آمريکا رياضی جامعه�ٔ آگهی�نامه�ٔ مجله�ٔ در ۱۹۷۲ سال در مقـاله اين کرد. پيدا دست�رفته“ از فرصت�های ” عنوان با

است.۸
رياضی، رشته�ٔ در عالی تحصيلات وجود با دايسون بدهم. مقـاله�اش و دايسون درباره�ٔ کوتاهی توضيحات می�خواهم اينجا در
روشن�گرانه، مثال�های تعدادی ارائه�ٔ با که است اين او مقـاله�ٔ اصلی هدف ماست. عصر فيزيک�دانان برجسته�ترين از يکی
کشف افتادن تأخير به در می�تواند حد چه تا فيزيک، و رياضی رشته�ٔ دو متخصصان ميان مناسب ارتباط عدم که دهد نشان
دانش�آموزان برای دايسون مقـاله�ٔ که آن�جايی از باشد. مؤثر رشته دو از يک هر در دهه�ها) تا (حتی بزرگ دست�آوردهای
شما برای آن مطالعه�ٔ که مطمئنم اما نيست. فهم قـابل شما برای آن در زيادی مطالب است، نشده نوشته دبيرستانی

� آورده�ايم: ماست، مسأله�ٔ به راجع دقيقـاً که را دايسون مقـاله�ٔ از گزيده�ای اينجا در بود. خواهد لذت�بخش

است صفر برابر آن�ها جملات از زيادی تعداد ۵يعنی
۶Felix Klein
۷Ian G. Macdonald
۸Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 78 (972), pp. 635-652.
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دايسون ماجرای ۶.۱
موجب می�تواند حد چه تا تخصص�گرايی عادت می�دهد نشان که کنم شروع شخصی�ام تجربه�ٔ از روشنی صحنه�ٔ با «می�خواهم
مقطع در تحصيلم دوران در و کردم شروع نظريه�اعداددان يک عنوان به را زندگی�ام من . . . شود. فرصت�ها رفتن دست از
يک برای حتی روزها آن در بودم. هاردی۹ اچ. جی. اسطوره�ای شخصيت شيفته�ٔ بسيار کمبريج، دانشگاه در کارشناسی
نخواهد باشکوهی آينده�ٔ و است شده قديمی خيلی رامانوجان۱۰ و هاردی رياضی سبک که بود روشن کارشناسی دانشجوی
”مرداب�های از يکی عنوان به را موضوع اين رامانوجان، τ تابع درباره�ٔ چاپ�شده درس�نامه�ٔ يک در هم هاردی خود داشت.

می�شود: تعريف زير سری ضرايب وسيله�ٔ به τ تابع بود. کرده توصيف رياضی“

∞∑
n=۱

τ(n)xn = ϕ(x)۲۴ =
∞∏

m=۱
(۱− xm)۲۴. (۱)

بود.» کرده کشف را τ توجه قـابل نظريه�اعدادی خواص از تعدادی رامانوجان
است. داشته مدولار فرم�های نظريه�ٔ پيشرفت در اساسی نقش ديگران، و هکه۱۲ موردل۱۱، توسط خواص اين تعميم و «اثبات
از دور به غيرحرفه�ای، افراد تعدادی فقط و ماند باقی رياضی اصلی جريان از جدای بی�تحرک، مردابی مثل τ تابع خود اما
فيزيک�دان يک اين�که از بعد مدت�ها تا من می�کردند. کار آن روی تفننی صورت به حرفه�ای، رياضی�دانان با رقـابت فشار
مقـالات به سری گاهی از هر فيزيک، مطالعه�ٔ جدی کار از فراغت برای و کردم حفظ τ با را خودم احساسی رابطه�ٔ شدم،
از يکی در پيش، سال چهار می�کردم. فکر بود، گذاشته جا به او که حل�نشده�ای جذاب مسائل روی و می�زدم رامانوجان
فکر فرمول اين به رامانوجان اينکه از که جايی تا کردم پيدا τ تابع برای زيبا بسيار فرمولی فيزيک، کار تعطيل روزهای اين

است: صورت اين به فرمول آن شدم. شگفت�زده بود، نکرده

τ(n) =
∑ (a− b)(a− c)(a− d)(a− e)(b− c)(b− d)(b− e)(c− d)(c− e)(d− e)

۱!۲!۳!۴! , (۲)

است: شده زده زير خاصيت با صحيح اعداد از a, b, c, d, e مجموعه�های همه�ٔ روی جمع که

a, b, c, d, e
۵≡ ۱, ۲, ۳, ۴, ۵, a+ b+ c+ d+ e = ۰, a۲ + b۲ + c۲ + d۲ + e۲ = ۱۰n.

ϕ(x)۸ فرمول با را فرمول اين ] گرفت. نظر در ϕ(x) ام ۲۴ توان برای از فرمولی عنوان به (۱) بنابر می�توان را فرمول اين
رسيد. ذهنم به ،ϕ �۱۰ام توان برای فرمولی مورد در وينکوييست۱۳ از نامه�ای با فرمول اين ايده�ٔ [ نگارنده - کنيد مقـايسه

می�گذراند.» کلاسيک نظريه�اعداد با را فراغتش اوقـات که بود فيزيک�دانی اتفـاقـاً هم وينکوييست
که هايی d برای ،ϕ ام d توان�های برای (۲) فرمول زيبايی به فرمولی به خودم، افتاده�ٔ �پا پيش ايده�های اين کردن دنبال «با

۹Godfrey Harold Hardy
۱۰ Ramanujan
۱۱Mordell
۱۲Hecke
۱۳Winquist
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رسيدم: دارند، قرار زير دنباله�ٔ در

d = ۳, ۸, ۱۰, ۱۴, ۱۵, ۲۱, ۲۴, ۲۶, ۲۸, ۳۵, ۳۶, . . . . (۳)

و فريکه۱۵ و کلاين توسط d = حالت۴ ژاکوبی۱۴، توسط d = حالت۳ واقع در نگارنده] - هستند ويژه“ ”نماهای همان اينها ]
درخشان دنباله�ٔ اين به کوتاهی مدت و شدم متوقف همين�جا من بودند. شده کشف اتکين۱۶ توسط d = ۱۴, حالت�های۲۶
دو حدی تا ذهنم نداشت. برايم خاصی معنی دنباله اعداد بودم، نظريه�اعداددان يک موقع آن در چون اما شدم. خيره
در اعداد اين اگر نمی�آوردم. ياد به اصلاً بودم، ديده فيزيکيم کارهای در بارها را دنباله اين که اين� که بود شده شاخه
متناهی بعد با ۱۷ ساده�ٔ لی جبرهای بعدهای آن�ها که می�دادم تشخيص مسلماً بود، شده مطرح فيزيکی مسأله�ٔ يک با رابطه

است.» دنباله در چرا نمی�دانم هنوز که ،۲۶ از غير هستند.
مستقيماً می�کنم سعی من نيست. مهم هم خيلی واقع در نيستيد. آشنا ساده لی جبرهای با شما کردم فراموش ببخشيد
زاويه�ٔ يعنی پارامتر يک به صفحه دوران�های که آوريد خاطر به هستند. اعدادی چه (۳) دنباله�ٔ اعداد که دهم توضيح
کلی طور به دوران. زاويه�ٔ و دوران محور جغرافيايی عرض و طول يعنی پارامتر، سه به هم فضا دوران�های وابسته�اند؛ دوران
اين به وابسته�اند. پارامتر n۲ − ۱ به بعدی n مختلط فضای ”دوران�“های و پارامتر n(n−۱)

۲ به بعدی n فضای ”دوران“های
،۱۴ يعنی استثنائی“ ”بعد ۵ بايد (۳, ۸, ۱۵, ۲۴, ۳۵, . . . و ۱, ۳, ۶, ۱۰, ۱۵, ۲۱, ۲۸, . . . اعداد (يعنی n۲ − ۱ و n(n−۱)

۲ دنباله�ٔ دو
دنباله�ٔ به است)، کرده دايسون که کاری (همانند ۶ و ۱ عدد دو از چشم�پوشی با دست�آخر کرد. اضافه را ۲۴۸ و ۱۳۳ ،۷۸ ،۵۲

برگرديم: دايسون روايت به حال آشناست. نظری فيزيک�دان هر برای که می�رسيم (۳)
خاطر به فقط دادم؛ دست از را لی جبرهای و مدولار فرم�های بين عميق�تر رابطه�ای کشف فرصت من که بود طور «اين

نمی�کردند.» صحبت هم با فيزيک�دان دايسون و نظريه�اعداددان دايسون اينکه
همين نمی�شناختم، را او من که مک�دونالد، يان نام به انگليسی هندسه�دان يک داشت. خوشی پايان داستان اين «اما
در و داشت وجود ابتدا از لی جبرهای او نظريه�ٔ در بود. کرده کشف کلی�تر نظريه�ٔ يک از خاصی حالت عنوان به را فرمول
دست از من که فرصتی از و کرد کشف را رابطه مک�دونالد صورت، هر در بود. غيرمنتظره مدولار فرم�های با آن رابطه�ٔ واقع
مؤسسه�ٔ در هم مک�دونالد می�کرديم، فکر مسأله اين روی ما دوی هر وقتی که بود اين ديگر اتفـاق کرد. استفـاده بودم، داده
در گاهی از هر را يک�ديگر ما بودند، مدرسه کلاس يک در ما دختران چون و داشت حضور پرينستون در پيشرفته مطالعات
درميان هم با را کارهايمان بودم، فيزيک�دان يک من و رياضی�دان يک او چون اما می�ديديم. پرينستون در او حضور سال
آکسفورد به بازگشتمان از بعد فقط می�کرديم، فکر مسأله يک روی هم، نزديکی در زمان آن در ما که اين نمی�گذاشتيم.
مک�دونالد خوشبختانه چون نبود، فـاجعه�آميز هم خيلی ولی بود، دست�رفته از فرصت يک هم اين شد. روشن ما برای

کرد.» حل تنهايی به کامل طور به را مسأله آن من، جانب از کمکی هيچ بدون

نتيجه�گيری ۷.۱
قـابل اتحادهای از بسياری تعداد می�يابد. ادامه اويلر تابع توان�های محاسبه�ٔ از فراتر بسيار مقـاله اين در شده ارائه مطالب
تحقيق ادامه�ٔ برای کافی انگيزه�ٔ مقـاله، اين خواننده�ٔ که است اميد دارد. وجود نامتناهی حاصل�ضرب�های برای ديگر توجه

۱۴Jacobi
۱۵Fricke
۱۶Atkin
۱۷Simple Lie Algebra
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باشد. آورده دست به را موضوع اين در
می�کنيم: اشاره آورديم)، ۴ قسمت در آنچه بر (علاوه گاوس از ديگر اتحاد دو به پايان در

(۱− x)۲(۱− x۲)(۱− x۳)۲(۱− x۴)(۱− x۵)۲(۱− x۶) · · ·

= ۱− ۲x+ ۲x۴ − ۲x۹ + ۲x۱۶ − ۲x۲۵ + · · · ,

(۱− x۲)(۱− x۴)(۱− x۶)(۱− x۸)

(۱− x)(۱− x۳)(۱− x۵)(۱− x۷)
· · · = ۱+ x+ x۳ + x۶ + x۱۰ + x۱۵ + x۲۱ + · · · .
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